Departamento de Teoria de la Sefial y Comunicaciones 27/06/07
UCHIM

TRATAMIENTO DIGITAL DE LA INFORMACION
TEORIA
(Tiempo: 80 minutos. Puntos: 3/8)

T1.- La densidad de probabilidad tipo Erlang de orden N viene dada por la expresion

B a"x™" exp(-ax)

(N-D)!

p(x)

x>0 y a>0

Supongase que N es conocida. Considerando que la media viene dada por m = N/a,
determinense:
a) El estimador ML de su media, m , a partir de K observaciones independientes
de la variable .
b) Elsesgode m, .

c) (Es m un estimador consistente en varianza?

(20 min; 1p)

T2.- Considérese el problema bidimensional binario Gaussiano

s[5 1)
EEL (HIF

Las probabilidades de las hipotesis son Pr (Hg) = 2/3 y Pr (H;) = 1/3, y los costes
asociados son Coo= C11=0, Co1= Cip= 1.

a) Establézcase la expresion que proporciona el correspondiente decisor Bayesiano
en funcion del vector de observaciones X.

b) Represéntese en un dibujo como se desplaza la frontera de decision si se varia el
valor de Pr(Hy).

(30 min; 1 p)
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T3.- Considérese el algoritmo regularizado de Newton caracterizado por la siguiente
regla de actualizacion:

wh =w® [sl + HW(W(k) )Tlgw(w“")

(1)

Anélogamente al caso del algoritmo secuencial de gradiente, es posible definir un
algoritmo secuencial de Newton, cuya formulacion se obtiene de sustituir en (1)
aproximaciones del Hessiano y del gradiente, Hy(w") y guw(w™) respectivamente,
calculadas Uinicamente a partir de la muestra k-ésima del conjunto de entrenamiento.

Para una red que implementa su salida como y®= wy + w'x® = w'x®, y
suponiendo coste cuadratico:

a) Demuéstrese que la regla de actualizacion del algoritmo secuencial de Newton
es:

-1
WED =W 4 (dY - yO) (el +xOxOT ) 'x®

(2)
b) Aplicando el siguiente lema de inversion (identidad de Woodbury):
—1~~T A -1
(A +cc' )_l _pa_AcA C(T: A_‘l
I+c' Ac

siendo C un vector columna y A una matriz de dimensiones adecuadas, muéstrese

que dicha regla de actualizacion es equivalente al algoritmo NLMS.

c) (Qué ventajas de indole practica ofrece el algoritmo NLMS frente al empleo
directo de la expresion (2)? ;Y frente al LMS sin normalizacion?

(30 min; 1 p)
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TRATAMIENTO DIGITAL DE LA INFORMACION
PROBLEMAS

(Tiempo: 150 minutos. Puntos: 5/8)

P1.-  Un analista construye un estimador lineal de una v.a. s en funcion de otra observable x a
. . . k k . . .,

partir de un conjunto de datos etiquetados {s( ), x( N, recurriendo a sustituir en la formulacion

correspondiente al estimador de minimo error cuadratico medio los estadisticos reales

(E {S} ,E {X} s VixsVex»Vgg) POr sus estimaciones muestrales (S,X,V,, , V.,V

respectivamente), que se consideran constantes. El analista no sabe que el par (s,x) sigue una

. v.opv
distribucion G<0, .
pv v

a) Establézcase el estimador que calcula el analista, s, (X), y comparese su error cuadratico

medio tedrico (que es el que resultara de su repetida aplicacion a nuevas observaciones) con
el que proporcionaria el estimador lineal de error cuadratico medio minimo (estimador

Optimo teodrico), s ; (x).
b) En un momento posterior el analista percibe, por consideraciones fisicas, que s y x tienen
medias nulas; y disefia un nuevo estimador,s'y (x), con los valores anteriores de las

covarianzas muestrales y medias nulas. ;En qué difiere s', (x) de Sy (x)?

c) Calculese la ventaja (reduccion de error cuadratico medio) que proporciona s'a (x) sobre

;a (x).

d) (Podria el analista percibir la ventaja calculada en el apartado c) si sustituyese en las
expresiones de los errores cuadraticos medios los estadisticos reales por sus valores
estimados?

(75 min; 2.5 p)
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P2.- Considérese un escenario de decision radar en el que se sabe que los blancos que
se desea detectar pueden causar ecos con dos niveles diferentes de intensidad:

H, (no hay blanco): x=n

H, : x=s +n
H, (hay blanco):
H,: x=s,+n

donde los valores reales s; y s, son los dos niveles de eco conocidos para cada tipo de
blanco, y n es una v.a. con distribucion G(0,1). Se sabe, ademas, que Pr(H;;|H;) =Py
PI‘(H12|H1) =1-P (0<P<1)

a) Establézcase la forma general del test de razon de verosimilitudes que permite
discriminar Hy frente a H,, y justifiquese que si los signos de s; y s, coinciden, dicho
detector es un detector de un tinico umbral.

b) (Existen combinaciones de valores de s; y s, para los que un test de maxima
verosimilitud decida siempre la misma hipdtesis?

¢) Asumiendo s, <s; <0y el siguiente detector de umbral:

Dy

XZm

Dy
determinense Pra y Pp en funcion de n. Represéntese de forma aproximada la curva
ROC (Pp vs Pra en funcién de m) del detector, situando sobre la misma los puntos
correspondientes a 1 — oo, ¢ indicando como varia el punto de trabajo en funcién del
umbral.

d) Expliquese qué efectos tendrian sobre la ROC:
— aumentar s;
— disminuir s,
— aumentar P
— aumentar Pr(Ho)

(75 min; 2.5 p)
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