Representacion geométrica de las senales

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial (V) es un conjunto de elementos (vectores) que
poseen las siguientes propiedades:

@ Ley de composicion interna: suma +

x,y,eV, x+y €V

a) Conmutativa: Vx,y e Vix+y=y+x
b) Asociativa: Vx,y,z € Vix+ (y+2z)=(x+y) +z
c) Existencia de elemento neutro

0 V/VxeVix+0=0+x=x
d) Existencia de elemento inverso

VxeVi(—x)/x+(—x)=0
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Espacios vectoriales (ll)

@ Ley de composicion externa: producto con escalares (C)

acC,xecV, a-xeV

a) Asociativa: Vo, € C;VxeVia-(6-x)=(a-fF)-x

b) Existencia de elemento neutro: de; € C/Vx € Ve, -x =x

c) Distributiva respecto a la suma:
VaeC:Vx,yeVia-(x+y)=a-x+a-y

d) Distributiva respecto al producto por un escalar:

Va,eCiVxeVi(a+p) - x=a-x+0-x
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Espacios de Hilbert

@ Espacio de Hilbert: espacio vectorial con producto escalar

f:(V,V)—=C, (xy)

@ Propiedades de la operacidn producto escalar

Q x.y)=(x)

o <(ax+ﬁy) 2) = alx,2) + B(,2)
Q (x.x)>

Q (x,x>—0(:>x:0
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Norma para el espacio vectorial

@ El producto escalar define una norma para el espacio
vectorial
e[| = v/ {x, x)

@ Medida de distancia entre vectores
d(x,y) = |lx —y||

@ Angulo entre dos vectores se mide como

o ()

@ La definicion del producto escalar no es Unica
e Cada definicion da lugar a un espacio de Hilbert distinto
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Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo

continuo

@ Producto escalar que define el espacio L,

) = [ " X)) di

oo

@ Norma inducida por este producto escalar

[lel] =/ x, x) = \//_OO x(D)]* dr = /E{x(1)}

@ Distancia entre dos senales

dx,y) = [l =yl = \//_OO [x(2) — y(2)|? dt

Grado Ing. Telematica (UC3M) Teoria de la Comunicacién MDCG - Espacios vectoriales 5/17

Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo
discreto

@ Producto escalar que define el espacio ¢,

o0

(x.y) = Y x[n]-y*[n]

n——oo

@ Norma inducida por este producto escalar

el = Ve,x) = | D Ixlnl? = /E{aln]}

n—=—oo

@ Distancia: distancia euclidea

dx,y) = lx =yl = | > Il =yl

n=—oo
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz

@ Desigualdad de Cauchy-Schwarz
e )| < Jxl] - [ly]]

@ Se cumple la igualdad: y[n] = K - x[n] 0 y(t) = K - x(¢)

([ (T

<o D RlP- | > bR

n=—oo n—=—oo

@ Expresiones paral,y ¢,

[0 o

Sl vl

n—=—oo
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Representacion en una base del espacio vectorial

@ Base para un espacio de Hilbert H (dimensidn D):
Subconjunto de elementos {b,}"~ ¢ H

D—1
X= )Y cux)-b,
n=0

e Coeficientes unicos c,(x) para cada x € H (coordenadas)
@ Base ortogonal:

(b,,b,) =0, Vn+m
@ Base ortonormal: Base ortogonal con

(b, by) = 1

o Coeficientes en una base ortonormal: ¢, (x) = (x,b,)
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Procedimiento de otrogonalizacion de Gram-Schmidt

@ Obijetivo: encontrar una base ortonormal que permita
representar un conjunto de M senales

o Senales (M)
—1
{si(n)}iy
e Base ortonormal - N senales (dimension N) - N <M

{oj(0) 15!

e Representacion de las sefales
N—1

si(t) = ) aij- ¢(1)
j=0

@ Coordenadas de una senal en la base

aij = (si(1), ¢;(1))
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Obtencion de la base

@ Paso 0: Elegir so(¢) con energia no nula

¢0(t> = %, &y = 5{S0(f>} : Energia de So(t)
0
@ Paso 1
@ Proyeccion de s () sobre ¢y(¢)
a0 = {s1(0.60(0) = [ 10)-650)

e Ortogonalizacion - Se sustrae esta proyeccion

d; (I) = Sl(t) — a0 - ¢O(I)
@ Normalizacion

o1(r) = dl—fg—’l) & =ea) [ P a
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Obtencion de la base (ll)

@ Paso k
e Proyeccion de s;(r) sobre los elementos de la base

g = x0.50) = [ 050 dr j= 0.1 k-1

—0o0

e Ortogonalizacion - Sustraccidn de las proyecciones
k—1
di(t) = s(t) — ZakJ - (1)
j=0

@ Normalizaciéon

ol =2, &= etao) = [~ a
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Ejemplo Gram-Schmidt - Senales
A So(t) A Sz(t')
1 I
2 t 1 3t
—1
A Sl(l') A S3(t>
1 |
2
t 3t
—1F
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Ejemplo Gram-Schmidt - Base

“(bo(t)
1
V2
2 t A
b2(1)
1+
A 2 3t
¢1(1)
1
V2
2
t
L
el
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Ejemplo Gram-Schmidt - Coordenadas

@ Representacion vectorial de las senales

V2 0 0 V2
ag = 0 a; = \/i a, = —\/§ as = 0
0 0 1 1

0.8
0.6
0.4

0.2
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Ejemplo Gram-Schmidt - Base alternativa

@ Base

Grado Ing. Telematica (UC3M)

0.8

0.6

0.4

0.2

I, si0<r<1

0, en otro caso

0, enotro caso

qbl(t):{l’ sil<t<?2

I, si2<r<3

0, enotro caso
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Ejemplo Gram Schmidt - Energias y distancias

@ Energia de una senal

N—-1

& = € {si(1)} = / 50 de = il = 3 JassP

j=0

@ Distancia entre dos senales

d (si(), 5.(1)) I\//_OO [si(2) — s0(2)|> dt

N—-1

|aij
\Z

=26 =2,6=3,8E&=3
d(So,Sl) = 2, d(So,Sz) = \/g, d(So,Sz) =1

=lla; —a/| = — ag?
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