
Prestaciones - Suceso err

´

oneo

Un camino a trav

´

es de la rejilla representa una secuencia transmitida

I
Se puede describir un camino (secuencia) mediante una secuencia de estados

 = [ [0], [1], [2], · · · ]

Suceso err

´

oneo: secuencia decidida distinta a la transmitida

I
Representaci

´

on sobre la rejilla: dos caminos diferentes

e = ( ,  ̂)

Un suceso err

´

oneo tiene asociados dos par

´

ametros

I
Longitud del suceso (`(e))

I
N´umero de s´ımbolos err

´

oneos asociados, o peso del suceso (w(e))

Definici

´

on de longitud del suceso `(e)
N´umero de estados en que difieren ambos caminos: ejemplo, `(") = `

I  [m] =  ̂[m]
I  [m + `+ 1] =  ̂[m + `+ 1]
I  [n] 6=  ̂[n] para m < n  m + `

El n´umero de errores del suceso, w(e), cumplir

´

a 1  w(e)  `
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Probabilidad de que la secuencia detectada sea err

´

onea

La secuencia m

´

as veros´ımil es la que genera la salida sin ruido m

´

as

similar a la observaci

´

on (en sentido de distancia eucl´ıdea)

Se puede interpretar el problema como el de detectar una de las

secuencias como decidir uno entre M

L

vectores de la dimensi

´

on del

vector de observaciones (K

p

+ L s´ımbolos)

I
La soluci

´

on ML es el vector de los posibles a m´ınima distancia

eucl´ıdea

Aproximaci

´

on de la probabilidad de error para este problema

P{secuencia err

´

onea} ⇡ k · Q

 
D

min

/2p
N0/2

!

I
D

min

: distancia eucl´ıdea m´ınima entre las salidas sin ruido de dos

secuencias distintas{o

i

[n], o

j

[n]}, j 6= i

I
k: m

´

aximo n´umero de secuencias cuyas salidas sin ruido est

´

an a

distancia D

min

de la salida sin ruido de una secuencia dada

Cuando L crece, k crece, u por tanto la probabilidad de que la

secuencia detectada sea err

´

onea tiende a infinito cuando L tiende a

infinito
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Probabilidad de error de sı́mbolo (P

e

)

En general es m

´

as ´util estimar la probabilidad de error de s´ımbolo

P

e

= P{Â[n] 6= A[n]}

Definici

´

on para detecci

´

on de secuencias ML

P

e

=
1
L

·
X

e2E
w(e) · P{e}

donde

I
P{e}: probabilidad de suceso err

´

oneo e
I E : conjunto de sucesos err

´

oneos que pueden ocurrir en la

rejilla

Probabilidad del suceso err

´

oneo e = ( ,  ̂)

P{e} = P{ ̂| } · P{ }

Dif´ıcil de evaluar ! Cotas y aproximaciones para P

e
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Cotas y aproximaci

´

on para P

e

Cotas para la probabilidad de error

k2 · Q

 
D

min

2
p

N0/2

!
 P

e

 k1 · Q

 
D

min

2
p

N0/2

!

I
k2 porcentaje de caminos en la rejilla que tienen asociado un

suceso err

´

one a distancia D

min

. Siempre cumple k2  1
I

k1 promedia el n´umero de errores producido por sucesos

err

´

oneos a m´ınima distancia k1 =
X

e2E
min

w(e) · P{ }

Aproximaci

´

on for P

e

P

e

⇡ k0 · Q

 
D

min

2
p

N0/2

!

I
k0: constante tal que k2  k0  k1. Ambos k1 y k2 son

independientes de la varianza de ruido
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Distancia euclı́dea mı́nima respecto a la salida sin ruido de

una secuencia dada

Secuencia de referencia A = a
i

D

min

(a
i

) = arg mı́n
a

j

j6=i

vuuuuuuuut

N

q

�1X

n=0

�����������

o

i

[n]�
KX

k=0

p[k] · a

j

[n � k]

| {z }
o

j

[n]

�����������

2

Se puede encontrar a trav

´

es de la rejilla (Viterbi)

I
M

´

etrica de rama: |o
i

[n]� o

j

[n]|2
I

Referencia: o

i

[n]
I

El algoritmo busca la secuencia con salida sin ruido a

m´ınima distancia
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Distancia mı́nima D

min

Valor m´ınimo de D

min

(a
i

), para i = 0, 1, · · · ,M

L � 1

D

min

= arg mı́n
a

i

,a
j

j 6=i

vuuut
N

q

�1X

n=0

������

K

pX

k=0

p[k] · (a
i

[n � k]� a

j

[n � k])

������

2

i.e., la m´ınima distancia entre salidas sin ruido producidas por dos

secuencias distintas

Si el diagrama de rejilla es sim

´

etrico

I
C

´

alculo respecto a una ´unica secuencia

En general, D

min

depende del t

´

ermino

������

K

pX

k=0

p[k] · (a
i

[n � k]� a

j

[n � k])

������

2

I
Salida sin ruido si se transmite una secuencia ⇠[n] = a

i

[n]� a

j

[n]

Rejilla definida sobre la constelaci

´

on de error

⇠[n] = a

i

[n]� a

j

[n]

I
Referencia: secuencia de todo ceros (asociada a una detecci

´

on sin errores)
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Ejemplo: 2-PAM K

p

= 1, L = 3
Constelaci

´

on de s´ımbolos: A[n] 2 {±1}
Canal: p[n] = �[n] + 0,5 · �[n � 1], K

p

= 1
Secuencia a estimar: A = [A[0],A[1],A[2]], L = 3
Estad´ıstico para la decisi

´

on: q = [q[0], q[1], q[2], q[3]]

q[n] = A[n] ⇤ p[n]| {z }
o[n]

+z[n]

o[�1] = A[�1] + 0,5 · A[�2]
o[0] = A[0] + 0,5 · A[�1]
o[1] = A[1] + 0,5 · A[0]
o[2] = A[2] + 0,5 · A[1]
o[3] = A[3] + 0,5 · A[2]
o[4] = A[4] + 0,5 · A[3]

Premisa: Se conoce el valor de A[�1] = A[3] = +1
I

Cabecera c´ıclica de K

p

= 1 s´ımbolos
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Salidas sin ruido asociadas a cada secuencia

i A[0] A[1] A[2] o[0] o[1] o[2] o[3]
0 +1 +1 +1 +1,5 +1,5 +1,5 +1,5
1 +1 +1 �1 +1,5 +1,5 �0,5 +0,5
2 +1 �1 +1 +1,5 �0,5 +0,5 +1,5
3 +1 �1 �1 +1,5 �0,5 �1,5 +0,5
4 �1 +1 +1 �0,5 +0,5 +1,5 +1,5
5 �1 +1 �1 �0,5 +0,5 �0,5 +0,5
6 �1 �1 +1 �0,5 �1,5 +0,5 +1,5
7 �1 �1 �1 �0,5 �1,5 �1,5 +0,5

Representaci

´

on de las 8 secuencias (y sus salidas sin ruido) sobre la rejilla (en negro)

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

�1| � 1,5

+1| + 0,5

�1| � 0,5

+1| + 1,5

 [n]  [n + 1]

+1

�1

 [0] = A[�1]
 [0] = +1

A[0] | o[0] A[1] | o[1] A[2] | o[2] A[3] | o[3]

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

�1| � 1,5

+1| + 0,5

�1| � 0,5

+1| + 1,5

 [0]  [1]

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................s s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

�1| � 1,5

+1| + 0,5

�1| � 0,5

+1| + 1,5

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

�1| � 1,5

+1| + 0,5

�1| � 0,5

+1| + 1,5

 [2]

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

�1| � 1,5

+1| + 0,5

�1| � 0,5

+1| + 1,5

 [3]  [4]

. ........................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
...

s
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Distancia euclı́dea entre cada par de secuencias

Valor de

Nq�1X

n=0

��
o

i

[n] � o

j

[n]
��2

i j = 0 j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6 j = 7
0 0 5 5 14 5 10 14 23

1 5 0 6 5 10 5 15 14

2 5 6 0 5 6 7 5 10

3 14 5 5 0 15 6 10 5

4 5 10 6 15 0 5 5 14

5 10 5 7 6 5 0 6 5

6 14 15 5 10 5 6 0 5

7 23 14 10 5 14 5 5 0

M´ınima distancia eucl´ıdea: D

min

=
p

5

C

´

alculo de D

min

(a0) sobre la rejilla

I
Referencia: o0[n] - M

´

etrica |o0[n]� o

i

[n]|2
I

B´usqueda del camino de menor m

´

etrica, exceptuando el de referencia (en azul)

|o0[0]� o

j

[0]|2 |o0[1]� o

j

[1]|2 |o0[2]� o

j

[2]|2 |o0[3]� o

j

[3]|2

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

9

1

4

0

 [0]  [1]

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................s s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

9

1

4

0

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

9

1

4

0

 [2]

s

s

s

s

. .........................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.... ........................................................................................................................................................................

9

1

4

0

 [3]  [4]

. ........................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
...

s

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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Rejilla sobre constelaci

´

on de error - Ejemplo

Constelaci

´

on de error para 2-PAM

⇠[n] 2 {+2, 0,�2}
Salidas sin ruido para p[n] = �[n] + 1

2 · �[n � 1]

o⇠[n] = p[n] ⇤ ⇠[n] = ⇠[n] +
1
2
· ⇠[n � 1]

Estados sobre la constelaci

´

on de errores

 ⇠[n] = ⇠[n � 1],  ⇠[n + 1] = ⇠[n]

⇠[n] ⇠[n � 1] o⇠[n]
+2 +2 +3
+0 +2 +1
�2 +2 �1
+2 +0 +2
+0 +0 +0
�2 +0 �2
+2 �2 +1
+0 �2 �1
�2 �2 �3

+2

0

�2 s
s
s

s
s
s

 ⇠[n]  ⇠[n + 1]
. .............................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
........ .............................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
...........

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
......................

......................
........ ............................................................................................................................................................................................................................................................

a

b

c

d

e

f

g

h

i

a ⌘ +2 | + 3
b ⌘ +0 | + 1
c ⌘ �2 | � 1

d ⌘ +2 | + 2
e ⌘ +0 | + 0
f ⌘ �2 | � 2

g ⌘ +2 | + 1
h ⌘ +0 | � 1
i ⌘ �2 | � 3
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