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Variable aleatoria (Real)

Funcién que asigna un valor numérico (real) a la salida de un
experimento aleatorio

Q=R

AeQ = X(\) ER RN

X(X2) X(A1) X(A3)  X(X\g) R

@ Rangode X: Rangoy = {x e R:3X € Q, X(\) =x}

» V.a. discreta: rango formado por conjunto discreto de valores
» V.a. continua: rango continuo de valores

@ Descripcion (probabilistica):

» Funcidn de distribucion: Fx(x)
» Funcién densidad de probabilidad: f;(x)
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Funcion de distribucion
@ Definicidn
Fx(x) = P(X <x)
@ Interpretacion frecuencial (probabilistica)

Fx(x) = P(X <x) = lim M

n—oo N

n : numero de realizaciones de la variable aleatoria X
n, : nuUmero de resultados en las » realizaciones con X < x

1

1
0.8 1 0.8r
Q—
0.6 1 0.6r
Q—
04 1 04r
Q—
02 1 0.2r
00 2 4 6 8 i15 0 5
Valores de la v.a.X Valores de la v.a.X
(a) Discreta (b) Continua
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Funcion densidad de probabilidad

@ Definicion

d

Jx(x) = —Fx(x)

dx

» V.a. discreta: puntos de masa p; = P(X = x;)
» Notacion v.a. discreta: px(x;) = p;

@ Interpretacién frecuencial (probabilistica)

Px<X<x+A,)

fxlx) = lim A
, L. n
felx) = fim, {Kx im ;}

n : numero de realizaciones de la variable aleatoria X
ny : nUmero de resultados en las n realizaciones con x < X < x + A,
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Estima de la f.d.p.
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Interpretacion de la funciéon densidad de probabilidad

@ La f.d.p. indica como se distribuyen los valores que toma
una variable aleatoria

@ Rangos donde fx(x) toma valores elevados indican una
probabilida alta de que la variable aleatoria tome valores en
ese rango

» Por esta razdn esta funcion puede utilizarse para el calculo
de probabilidades sobre los posibles valores de una variable
aleatoria

@ Una f.d.p. se puede interpretar como un histograma llevado
al limite

@ A continuacion se muestran varios ejemplos

» Variable aleatoria uniforme
» Variable aleatoria gausiana
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Realizaciones de una variable aleatoria uniforme
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Histograma con las 100 realizaciones de la variable aleatoria
uniforme

Histograma de la senal aleatoria xu(t). (100 puntos)
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Histograma con 10000 realizaciones de una variable
aleatoria uniforme

Histograma de la senal aleatoria xu(t). (10000 puntos)
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Realizaciones de una variable aleatoria gausiana
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Histograma con las 100 realizaciones de la variable aleatoria
gausiana

Histograma de la senal aleatoria xg(t). (100 puntos)
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Histograma con 10000 realizaciones de una variable
aleatoria gausiana

Histograma de la senal aleatoria xg(t). (10000 puntos)
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Propiedades de fx(x)
Q filx

e/ filx
Q fX()dx: Pla <X < D)

at

© Engeneral, P(X € A) = /fx(x) dx
A

Q Fix) /fx
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Variable aleatoria gausiana (normal)

@ Parametros: media (u), y varianza (o?)
» Notacion: N (u, o?)

Jx(x)
- 1
V2ro
1 (x—p)?
fX(X> — e_ 202

| >

: L .M X
@ Ejemplo de aplicacion en comunicaciones

» Modelado del ruido térmico
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Funcion Q(x)

@ Funcion tabulada calculada numéricamente relacionada con la integral
de una distribucién gausiana

@ Definicidn: probabilidad de que una variable aleatoria gausiana de
media nula y varianza unidad tome valores mayores que su argumento

SiX~N(0,1) = fx(x) =N(0,1) = \/12_e_x72 — Q(x) = P(X > x)
T
+oo +oo 2
O(x) = fx(z) dz = / \/12_76_% dz

@ Interpretacion grafica
» Sélo se tabula parax > 0
» Para x < 0, dada la simetria de fx(x): O(—x) = 1 — Q(x)

N(0,1) x>0

p=0 X X pu=0
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Funcion Q(x) - Propiedades

@ Relacion con la funcién de distribucién de una v.a.
gausiana (con u = 0,0% = 1)

! e_édt
V21
@ Funcion Q(x) =1 — Fx(x) =P(X >x)parau=0,0> = 1
@ Algunas propiedades de la funcién Q(x)
> O(—x) =1-0(x)
> 0(0) =3
> Q(c0) =0

Fy(x) = P(X < x) = /_OO
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Integrales sobre distribuciones gausianas N (., o?)

@ Si la distribucién gausiana tiene media x y varianza o

P(X>x)=Q<x_“>

o

@ Interpretacion grafica (considerando definicion y simetria)

X L L X
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Integrales sobre N (;, o) en intervalos

@ En general se pueden escribir como sumas o diferencias de diferentes
términos involucrando integrales desde un punto a +oo, que ya hemos
visto como se obtienen utilizando la funcién Q(x)

@ Un ejemplo ilustrativo

N (i, o?

)

d] d2
— —
| | |
| |
X1 2 2 X2
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Procesos aleatorios (reales)

@ Extensidn de v.a. incluyendo dependencia temporal
» Variable aleatoria
Ae— X(N)

» Proceso aleatorio (en tiempo continuo o en tiempo discreto)
AeQ— X(t,\) o Xn, A\

@ Particularizaciones
» X(t, \;) 0 X[n, \;|: senal temporal asociada a \;, x;(t) 0 x;[n]
» X(t;, \) 0 X|n;, A]: variable aleatoria (X(\))
» X(t;, A\j) 0 X[n;, \j]: realizacion individual de una v.a.

@ Notacion: X(¢) o X[n]

@ Interpretacidn: conjunto indexado de variables aleatorias

» Indice continuo (r € R): Proceso aleatorio en tiempo continuo
» Indice discreto (n € Z): Proceso aleatorio en tiempo discreto

vesm ‘ gg;}ggr"[! Marcelino Lazaro, 2019 Teoria de la Senal Canales con ruido 20/52



Proceso aleatorio X (7, \) = X(¢) - Ejemplo |

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

A€ {1, A2, A3, A, As, Ag )

@ Proceso aleatorio
» Una senal para cada posible resultado del experimento

|
X(t,\) = 5 + sin(wot — ;)

2
con 6; = (i — 1)%

paraic {1,2,3,4,5,6}
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Proceso aleatorio X(z, \)

X(t) - Ejemplo |

1,5 v X X(ﬂ’\)‘) —
¥ //‘\ /‘“\\ /‘\ . A
0 t

0,5 1 | —" ~—"

1,5 1 X(, A b~

! N

e \ / \ /‘\ ) /
—0,2 / \/ \4/ !

l,i : X(l’, A3) D’--\@D\X(Zl’ A3) /r—\ /_\

03 | AN /.
05 ~—" N—" N N4

17? T X(1, M) /B/

il A NN N\ |
—0,5 1 \/ \,4/ \_/ \55\/

1,5 ¢ X(l’, As)
_0’2 1 N N4 N N

1,5 A6) L

1

O,(S) \ \ ,

—0,5 \E y \Ek_/ \—/

T T T
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Proceso aleatorio X (7, \) = X(¢) - Ejemplo |l

@ Proceso aleatorio

A€ {1, A2, A3, A, As, Ag )

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

» Una senal para cada posible resultado del experimento

1 1
X(t,\) = 5 sin(wot — 0;) + 3 cos(wot)
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Proceso aleatorio X(7, \) = X(¢) - Ejemplo |l

conf;=(i—1)

2

6
paraic {1,2,3,4,5,6}
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Esperanzas de los procesos (promedios estadisticos)

@ Media de un proceso aleatorio

my(t) = E[X(¢t)] = /_OO X fx (x)dx

oo

@ Funcién de autocorrelacién de un proceso aleatorio

Rx(t1,1) = E[X(1)) X(1,)]

RX<t17 t2) — / / X1 foX(t1),X(l2) (x17x2) d-xl de

NOTA: Definicion para procesos aleatorios complejos

Rx(11,12) = E[X(11) X" (12)]

Rx(t1,12) = / / X1 %5 fx ()X () (X1, %2) dxy dx;
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Estacionariedad y cicloestacionariedad

@ Estacionariedad en sentido estricto: V (¢, 1, ... ,t,), Vn, VA

fX(l‘l),X(l‘z),...,X(l‘n) (XI,XQ, <. 7-xn> —

fX(tl+A),X(t2+A),...,X(tn+A) (x17x27 e 7-xn)

» Estacionariedad de orden M: paran <M

@ Estacionariedad en sentido amplio
@ mx(t) = my (no depende de 1)
@ Rx(11,12) = Rx(t; — 1) = Rx(7) (definiendo 7 = 1, — 1,)
También se suele denotar Ry (¢ + 7,t) = Rx(T)

@ Cicloestacionariedad

Q mx(t+7,) =mx(t)
Q Rx(t+7+T,,t+T,) =Rx(t+7,1),paratodory v
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Ejemplos | y lI: media y funcidon de autocorrelacion

@ Ejemplo |
» Media
B 1
my(t) = 5
» Funcion de autocorrelacion

1 1
Rx(tl,tz) = Z + E cos(wo(t1 — tz))

I 1
Rx(t+71,1) = ) + 5 cos(woT)

@ Ejemplo Il
» Media

my(t) = 5 cos(wot)
» Funcion de autocorrelacion

1 1
Rx(tl, tz) = Z COS(Wo(tl — tg)) -+ Z COS(Wo(tl -+ tg))

1 1
Rx(t+7,1) = ) cos(woT) + ) cos(wo (2t 4 7))

dddddddddd
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Media y funcién de autocorrelacion: my(t), Rx(z, ;) - Ej. |

1,5 ¢ mx(t)

1 +
0,5 - G — -+

0 t

—0,5 1
T
1)
RX(th tZ)

uuuuuuuuuu
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Media y funcidn de autocorrelacion: my(t), Rx(,t,) - Ej. Il

my (1)

~____—

—1

—t1=t2(7':0)

—tlzlz-i-Tz(T:Tz)
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Media y funcidn de autocorrelacion: my(t), Rx(,t,) - Ej. Il

1,5 1 mX(t)

—tlztz(TIO)

— =L+ (T="7)
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Proceso aleatorio X(7, \) = X(¢) - Ejemplo lll

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

NS {>\17 >\2a )‘37 )‘47 )‘57 )‘6}

@ Proceso aleatorio
» Una senal para cada posible resultado del experimento

1 1
X(l,)\l) — Z, X(I, )\2) - —Z

I, sit>2

X(t,s) = ult =2) = {0 sit<?2
t
X(t,)\4):1—§

X(t,X5) = e, X(t, X¢) = sin(7t)
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Proceso aleatorio X(7, \) = X(¢) - Ejemplo lll

— X(t, A1) — X(t, A2) — X(t,2\3) —_ X(t, X¢)

—0,5 +
-1 4+
L 4 ™=@
0,5 +
0 /\ )/\/\ /\ /-\ t
—0,5 +
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Procesos aleatorios en el dominio de la frecuencia

@ Espectro de una de las senales del proceso aleatorio

xi(t) =X(t, \) = Xi(jw) = TF{xi(t)} = /_OO x;(t) e dt

» No todas las senales tienen definida una transformada de
Fourier
@ Definicidn de senales truncadas de duracion T
A1) = xi(1), |t <T/2
! 0, enotro caso

@ Las senales truncadas si tienen definida la transformada

Xy = TF {0} = / x(t) e di

—00
T

2 ot

—jw

= x:(t) e dt
_T
2
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Densidad espectral de potencia
@ Proceso aleatorio truncado de duracion T
x71(¢): Proceso cuyas sefales son X!71(z, \;) = x"(¢) (truncadas)
@ Proceso aleatorio truncado en el dominio de la frecuencia

X (jw): Proceso cuyas senales son las TF de x/" (1), i.e., X" (jw)

@ Densidad espectral de potencia de X(7)

1) (juo)| E | |x1 (o)
Sx(jw) 2 E | 1fm PG| | |

T—o0 T T—o0 T

Representacion del comportamiento medio del modulo al cuadrado de la tranformada de
Fourier de todas las sefiales que componen el proceso aleatorio (con el “truco” de truncar
para asegurar la existencia de dicha transformada de Fourier para todas las senales, y
llevando la longitud de truncado al limite)

» Implicacion: Sx(jw) >0, Vw

ddddddddddd
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Teorema de Wiener-Khinchin

Si para cualquier valor finito 7 y cualquier intervalo A, de
longitud ||, la autocorrelacion del proceso aleatorio cumple

< X0

/ Rx(t+ 7,1)dt
A

la densidad espectral de potencia de X(¢) es la transformada de
Fourier del promedio temporal de la funcién de autocorrelacion

Sx(jw) = TF{< Rx(t + 7,t) >}

siendo el promedio temporal de la funcién de autocorrelacion

def 1 T/2
< Rx(t+7,t) >= lim —/ Rx(t+ 7,1t) dt
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Teorema de Wiener-Khinchin - Corolarios

@ Corolario 1: Si X(¢) es un proceso estacionario y
T Rx(7) < oo para todo 7 < oo, entonces

Sx(jw) = TF {Rx(7)}

@ Corolario 2: Si X(¢) es ciclostacionario y se cumple que

< 0

T,
/ Rx(t+ T,t) dt
0

entonces N
Sy(jw) = TF {RX(T)}

donde
T,

y T, es el periodo del proceso cicloestacionario

ddddddddddd
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~ |
Rx(71) = —/ Rx(t+ 7,1t) dt
T,



Potencia de un proceso aleatorio

@ En el dominio de la frecuencia

1 0
Py = — Sx(jw) dw

T or oo

@ En el dominio del tiempo
» Proceso estacionario

Px = Rx(0)

» Proceso cicloestacionario
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Procesos aleatorios estacionarios y sistemas lineales

X(1) Y(7)

h(1)/H(jw)

Teorema: X(¢) es estacionario, de media my, funcidén de autocorrelacion
Rx(7), y densidad espectral de potencia Sx(jw). El proceso pasa a través de
un sistema lineal e invariante con respuesta al impulso A(¢) y respuesta en

frecuencia H(jw). En este caso, los procesos de entrada y salida, X (t) e Y (1),
son conjuntamente estacionarios, siendo

my = my /00 h(t) dt = myH(0)
Ry(T) = Rx(7) * h(T) * h(—7) = Rx(7) * r,(¢)
Sy(jw) = Sx(jw) |H(jw)|
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Proceso gausiano

@ Definicion: X(¢) es un proceso gausiano si para todo n 'y
todo {7, 1,...,1,}, 1as variables aleatorias {X(z;)}_, tienen
una distribucion conjuntamente gausiana

@ Propiedades de los procesos gausianos
» mx(t) Y Rx(t1,12), proporcionan una descripcion estadistica

completa del proceso
* Permiten calcular vector de medias y matriz de covarianzas

- Para X(ti), = Ui = mx(t,-)
- X(1:), X(1)), = Cij =Cov(X(1;),X(t;))=Rx(t:, t;) — mx(t:) mx(t;)
» Para procesos gausianos, estacionariedad en sentido
estricto y en sentido amplio son equivalentes
» Si X(¢) pasa por un sistema lineal e invariante, el proceso de
salida, Y(¢) es gausiano
» Para X(¢) gausiano, estacionario y de media nula, una
condicién suficiente para la ergodicidad de X(¢) es

/ Ry(r)| dr < oo
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Proceso blanco

@ Un proceso es blanco si su densidad espectral de potencia
es constante para todas las frecuencias

Sx(jCU) =C

Sx(j(,U) 1
C

>

w

» Consecuencias
* Funcién de autocorrelacion de un proceso blanco

estacionario
Rx(1) =TF '{C}=Cé(r)
* La potencia de un proceso blanco es infinita

1 [~ 1 [
PX:—/ Sx(jw) dw = — Cdw =00
27 ) 271 ) _ o

ddddddddddd
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Filtrado de un proceso blanco

@ Proceso X(t) blanco con Sx(jw) = C se filtra (h(7) / H(jw))
@ Densidad espectral de potencia a la salida del filtro (Y (¢))

Sy(jw) = Sx(jw) [H(jw)|* = C |H(jw)|

» En general el proceso Y (t) no es blanco
@ Funcidn de autocorrelaciéon

Ry(7) = Rx(7) * h(T) * h(—7) = Rx(7) * ry(7) = C ry(7)
@ Potencia del proceso
PY = Ry(O) =C Vh(())

» Como por definicion r,(0) = E{h(t)}
Py = C &{h(1)}

Universit idad
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Ruido térmico

@ Densidad espectral de potencia del ruido térmico (mecanica cuantica)

h
Sulju) = e
dr(ewir — 1)

h: Constante de Planck (6.6 x10~** Julios x segundo)
k: Constante de Boltzmann (1.38 x 102 Julios/°Kelvin)

donde :

T: Temperatura en grados Kelvin

w: Pulsacién (27 veces la frecuencia) en rad/s
i A S (jw) i A S (jw)

/2\ 2

0,841 0,851

0,651 0,651

0,441 0,454

0,241 0,244

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 -200 -150 -100 -50 O 50 100 150 200
. (GHz) “ (GHz)

@ Estadistica gausiana
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Modelo de ruido térmico

@ Proceso aleatorio n(r)
» Blanco, gausiano, estacionario y ergodico
» Media nula (m, = 0)
» Funcion de autocorrelacion
No
Ri(r) = 5 6(7)

» Densidad espectral de potencia

Su(jw) = 22
Sa(jw) 1
No/2

Y

W
@ Valor de la constante N,
UUUUUUUU Ny = k T? Watt/Hz
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Potencia de ruido térmico a la salida de filtros ideales

@ Filtros ideales de ancho de banda B Hz (0 W = 2#B rad/s):
filtro paso bajo o filtro paso banda con frecuencia central f.
Hz (0 w. = 2xf, rad/s)

H(jw) .
W = 2B H(jw) W = 27B
Le—— T . =
| w T I T w
4 +W —We “+we
Filtro paso bajo Filtro paso banda (frecuencia central w, rad/s)

@ Proceso de salida de los filtros
N,
Proceso Z() con Sz (jw) = 70 H(jw)|?
@ Potencia de la salida de los filtros

1 o0 _ Ny 1 >0 )
Pr= 5 | i) do =3 g/_w H(jw)[2 dw = Ny B

~"~
£{h(1)}=2B
ddddddddddd
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Potencia de ruido térmico en filtros ideales con ganancia

@ Filtros ideales (paso bajo/paso banda) de ancho de banda
B Hz (0 W = 27B rad/s) y con ganancia en potencia G

(ganancia en voltaje v/G)
H(jw

) :
_ H(jw) _
VG W =2nB W =2nB
— T N.—
T w I I T w
.4 +Ww —We +we
Filtro paso bajo Filtro paso banda (frecuencia central w. rad/s)

@ Proceso de salida de los filtros
Proceso Z(t) con Sy (jw) = % |H (jw)|*
@ Potencia de la salida de los filtros
Pye [ s () dw =0 /oo H(jw)[2 dw = No B G

T ) 2 2n)

7

TV
E{h(t)}=2BG
ddddddddddd
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Ancho de banda equivalente de ruido

@ Salida de un sistema lineal (respuesta h(t), H(jw))
N,
Proceso Z(t) con Sy (jw) = 70 H(jw)|?
@ Potencia de ruido a la salida de un sistema lineal

| Y e : No 1 [ N
P, = — = — — H d
r= 5 [ St o= o |G
£{h(n)}
@ Potencia de ruido en funcion del ancho de banda

equivalente de ruido

g

Py :NO Beq Geq

» B.,: Ancho de banda equivalente de ruido
» G.,: Ganancia en potencia equivalente

Goy = H,

max?

con Hy, = max |H(jw)|
w

ddddddddddd
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Ancho de banda equivalente de ruido - Identificacion

@ |dentificacion del valor de B,

E{h(n)}
2 G,,

E{h(t)} = / ()| dr = —/ |H (jw)|? dw

@ Interpretacion: Un sistema lineal ideal, de ancho de banda B,, y

amplitud H,.: (1/G.,) tiene la misma potencia de ruido a la salida
que el filtro A(r)

Bey =

by A
[H(jw)| 1
H max
27 By W
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Relacion senal a ruido: necesidad de filtrado de ruido

@ Planteamiento
» Sefal a la transmitida: proceso X(z), con potencia Px
» Ruido aditivo: modelo de ruido térmico n(t)
» Filtro (normalmente en el receptor): respuestas h(t) y H(jw)
* Senal a la salida del filtro receptor: proceso Y (r)
» Ruido a la salida del filtro receptor: proceso Z(¢)

X(t) +n(z) ( ” ) Y(t) + Z(t)
> t >
)
@ Relacion senal a ruido sin filtrar
S Py S

N|. P’ N

Py
B) = —
(dB) 1Olog10P

in n

@ Relaciéon senal a ruido a la salida del filtro
S Py S

Nl — P, N

Pz

out out
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Relacion senal a ruido: necesidad de filtrado de ruido (ll)

@ Relaciéon senal a ruido antes de filtrar
S| _Px_Px_, S
N - N

Es necesario filtrar para limitar la potencia del ruido térmico!!
@ Relacién senal a ruido a la salida del filtro

S Py S P
- (dB) = 10log)y —
Pz

Px

(dB) = 101log;, 5 =X

in n

I o0

Nl — P, N

out out

» Pot. senal: Py = —/ Sy(jw) dw = —/ Sx(jw) |H(jw)|?* dw
No 1

P Py = — ' = — H(jw)|?
» Potencia ruido: P, QW/_OOSZ(M) dw > 5 /_OO| (jw)|” dw

* Filtros ideales (sin ganancia | con ganancia)
P,=NoB | P;=NyBG
* Filtro con ancho de banda equivalente B,, y ganancia G,

Pz = N 0 Beq Geq
Universidad
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Modelo de canal lineal para sistemas de comunicaciones

@ Distorsion lineal
» Sistema lineal e invariante
*» Respuesta al impulso A(r)
* Respuesta en frecuencia H(jw)
@ Ruido térmico

> Suma de ruido blanco y gausiano, con S,,(jw) = 2

2

LI YA il
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