Ejercicios TDS/TDI - Curso 2008-2009

Tema 2: “Decision Analitica”

2.Q1 Un problema de decisién ternario unidimensional con hipétesis equiprobables esta definido
por las siguientes verosimilitudes:
p(z|Ho) =2(1-2lz—3|) , O<z<1
p(x|Hy) =1 , O<z<1
p(z|Hs) = 2z , O0<z<1
a) Determinese el decisor de minima probabilidad de error.

b) Discitase si el decisor anterior es equivalente al constituido por un primer decisor de
minima probabilidad de error que elige entre Hy y H; U Hs, y tras ello, caso de aceptar
la hipétesis H1 U Ha, se aplica un segundo decisor, también de minima probabilidad de
error, para decidir entre H; y Ho.

2.E1 Considérese el problema de decisién binaria descrito por:
p(z|Hy) = aexp(—azx)u(z) (a>0)

_fa/2, 0<xz<2/a
p(x|Ho) _{ 0, en otro caso

a) Disénese el decisor ML

b) Calcilese Ppa y Py
c¢) Si el decisor que se ha disefiado en a) se aplica a una situacién en la que la verosimilitud
de las observaciones supuesta Hj es en realidad

/ _Joa/4, O0<zxz<4/a
p'(w|[Ho) = { 0, en otro caso

discitase los efectos que se producen, calculando también las (nuevas) P} Ay lew-

2.E2 Considérense las hipotesis binarias

Hy:z=n
Hi:x=s4+n

siendo s > 0 una constante conocida, y estando el ruido n caracterizado por

1 i
-(1——, In|<s
s s

0, In| > s

p(n) =

Las probabilidades de las hipdtesis son Pr(Hy) = 1/3, Pr(H;) = 2/3.



a) Establézcase el decisor MAP
b) Calculense las correspondientes Pra y Py, asi como la probabilidad de error

c¢) Calctlese cudnto variarian las anteriores probabilidades si se aplicase a esta situacion el
mismo tipo de decisor pero disenado suponiendo que n fuese gaussiano con igual varianza
que el ruido verdaderamente presente (y media también nula).

2.E3 Considérese un problema bidimensional de decision binaria con verosimilitudes

a(zf+a3), af+a3<1/4 y 21,2220
p(w1, 22| Hy) =
0, en otro caso

b, 23 +a23<1 y x1,22>0
p(z1,m2|Hp) =
0, en otro caso

a) Disénese el decisor MAP correspondiente. Discitanse las formas de las regiones de de-
cisién en funcién de los mérgenes de valores del pardmetro ¢ =Pr(Hy)/Pr(Hy).

b) Calcilense Pra, Py y Pe cuando Pr(Hp) = 2/3.

2.E4 Considérese el problema de deteccién

Hi: x=m-+r

Hy: x=r

donde m es un vector N-dimensional conocido y r un vector de N muestras independientes,
la n-ésima distribuida como gaussiana de media 0 y varianza vy,
a) Disénese el detector ML

b) Determinense Pryq y Pp en funcién de los datos del problema (m y v), expresdndolas
mediante la funcién

erfe(a) = \/12? /OO exp(—12/2)dt

c¢) Disciitase como afectan los niveles de las componentes de seial y ruido (m2 y v,) al
comportamiento de las probabilidades que se han calculado en el apartado b).

2.E8 El conmutador de la figura se encuentra en su posicién superior (“1”) con probabilidad
conocida P. La variable aleatoria x tiene una densidad de probabilidad uniforme U(0, 1).

2
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La posicién del conmutador no se puede observar, aunque si el valor y presente a su salida. A

partir de la observacién de este valor, se pretende aplicar un decisor bayesiano para decidir
cudl es la posicién del conmutador: siendo la politica de costes Cyy = C11 = 0, Cg = 2C01.

a) Formuilese el problema en la forma habitual.



b) Determinese el correspondiente test, teniendo en cuenta los posibles valores de P.

c) Calctilense Prgy Pyy.

(Sugerencia: para determinar p(y), relaciénense las funciones de distribucién de y y de x).

2.E9 Se ha de decidir por maxima verosimilitud si una cierta variable aleatoria  de media nula y
varianza v sigue una densidad de probabilidad gaussiana o laplaciana (exponencial bilateral)
a partir de K medidas {#(*)} de dicha variable tomadas independientemente,

a) Dada la forma habitual de la densidad de probabilidad laplaciana
a
p) = Sexp(—alzl)  (a>0)

presentar esta densidad de probabilidad en funcién de su varianza v.
b) Establézcase el decisor necesario, tomando la gaussianidad como Hj.
c) Resuélvase el problema determinando umbrales para K = 1.

d) A la vista del resultado de c), discitase el efecto de las muestras en el caso general segin
su tamano respecto a la desviacién tipica.

2.E10 Se lanza al aire un dado tradicional (caras con puntos de 1 a 6) y se genera la v.a. z tal que

2(1_§>7 0<zx<a

plx)y=4 ¢

0, en otro caso

de modo tal que su media viene dada por el resultado del lanzamiento (es igual a los puntos
que muestra la cara de arriba).

Supoéngase que, para una tirada, se tiene acceso a 3 medidas del valor de x tomadas indepen-
dientemente, de valores () = 2,2 = 5 203 = 10. Decidase a partir de ellas el resultado
del lanzamiento del dado segtn el criterio de maxima verosimilitud.

2.E13 Un juego consiste en una sucesién indefinida de jugadas en las que el primer jugador lanza
una moneda equilibrada y, tras ver el resultado (cara: Hy; cruz: Hy), establece el importe de
la apuesta, = (z > 0). El segundo jugador puede aceptar o no la apuesta; si la acepta, lanza
la moneda: la cara gana a la cruz, y el empate no tiene consecuencias. En una partida, el
segundo jugador sabe que las apuestas del primero siguen las leyes probabilisticas:

1, |z—my <1/2
p(:c\Hi): 1/2<m0§m1<m0+1
0, |z—m;>1/2

y conoce también los valores de mqg y m;.

a) Calculese el beneficio medio (importe de la apuesta por la probabilidad de ganarla menos
la probabilidad de perderla) a la vista de z para el segundo jugador.

b) Considerando el resultado del apartado anterior, establézcase la regla de decisién para
aceptar o rechazar la apuesta que ha de aplicar el segundo jugador para maximizar su
beneficio.



c) Calctilese el beneficio medio del segundo jugador cuando sigue la regla determinada en
el apartado anterior.

d) Indiquese como debe elegir m; y myg el primer jugador para minimizar sus pérdidas.
Coméntese el resultado.

2.E14 Un problema de decisién binaria bidimensional viene caracterizado por la equiprobabilidad
de las hipotesis y por las verosimilitudes

p(iL’l,ZL‘2|H0) = K().Z‘l(l — ZL’Q) s 0< xr1,Te < 1

p(x1, 22| Hy) = K222 , 0<mz,2 <1
(Ko,Kl > O)

a) Calcilense los valores de las constantes Ky y K.

b) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error, e indiquese el cardcter de los
estadisticos x1 y xo.

¢) Determinense las ddp marginales px, g, (z:) = p(zi|H;),i = 1,2y j = 0,1. ;Qué relacién
estadistica hay entre x1 y z9 bajo cada hipdtesis?

d) Calculense Ppy, Py y Pe.

e) En la préctica, la medida de x5 viene acompanada de un ruido aditivo n independiente
de x1 y x2; es decir, se observa y = x2+n. Diséniese el decisor éptimo para esta situacién
cuando la ddp de este ruido tiene la forma:

p(n)=1, 0<n<1

f) Calcilense P;; A lew y P; para la situacién y el diseno del apartado anterior.

2.A1 Los decisores “con duda” admiten, ademas de la aceptacién de una de las hipdtesis posibles,
la declaracién de que no se toma decisién (se “duda”), de acuerdo con una apropiada definicién
de costes.

Asi, supdngase en el caso binario:

= coste nulo, si no hay error
= coste unitario, si hay error

» coste d, 0 < d < 0.5, si se declara D (“duda”).

a) Disénese el correspondiente decisor bayesiano en funcién de las probabilidades “a pos-
teriori” (para lo que debe considerarse que hay tres posibles decisiones (Dg, D1y D),y
que debe elegirse, a la vista de x, la que implique menor coste).

Exprésese el mecanismo de decisién por maximos.
., Qué implicaria d > 0.57

b) Supdngase un caso unidimensional con Pr(H;) = 1/2, (i = 0,1) y p(z|H;) gaussiana de
media m; (m; > mg) y varianza v. Imponiendo las condiciones del decisor bayesiano
con “duda” disenado en a) a las probabilidades “a posteriori”, exprésese tal decisor en
funcién de x (mediante la aplicacién de umbrales).



Tema 3: “Estimacion”

3.Q1 Considérese la variable aleatoria z con ddp
p(@) = aexp [~a(z — d)]u(z — d)

con parametros a > 0y d.
Establézcanse las expresiones de los estimadores de maxima verosimilitud de ambos parame-
tros, anyrr v darr, en funcion de los valores de K muestras de x tomadas independientemente,

{x(k)}lle'

3.E1 Considérese la observacién
r=s8+n

con la senal s inmersa en un ruido n independiente de ella, y siendo sus densidades de
probabilidad

1, 0<s<1 _
ps(s)—{ 0, en otro caso =M(s—1/2)

pN(n)_{ (1) -1/2<n<1/2 ()

en otro caso

Establézcase el estimador de error cuadratico medio minimo de s, §,,5. Discitase el resultado.

3.E2 Se dispone de K muestras, tomadas independientemente, de una variable z laplaciana L(m,v)

1 2
p(z) = EGXP <—\/;’33 - m|>

Obtener el estimador ML conjunto de m, v.

3.E7 La v.a. senal s se ve perturbada por un ruido aditivo r independiente de s, dando lugar a la
v.a. observable
r=8+r

El comportamiento de la senal y ruido viene descrito por las d.d.p.
p(s) = aexp(—as)u(s)

p(r) = bexp(=br)u(r)
a,b>0 a#b

a) Determinese ;5.

b) Considérese b >> a,1 y bz >> 1, y establézcase el valor a que tiende asintéticamente
Sms. Discutase si ese valor es pausible a la vista de las caracteristicas del problema en
esta situacién.

c) Considérese a >> b,1 y ax >> 1, y procédase como en el apartado anterior.
d) Establézcase §,,;.

e) A la vista de los resultados anteriores, indiquese cuando serfa razonable emplear §,,,;.



3.E8 Se mide el pardmetro determinista desconocido s, s > 0, mediante dos sistemas, que propor-
cionan las observaciones

T, =a;s+mn;, =12

siendo {a;},{n;}, vv.aa. gaussianas e independientes entre si, con medias E{a;} = 1,E{n;} =
0, y varianzas {vg; },{vn;}, respectivamente (i = 1,2).

a) Establézcase la expresiéon que proporciona el estimador ML de s,8/7.

b) Calculese §/7, para el caso particular v,; = 0,7 =1, 2.

c) Calculese §ps7, para el caso particular v,; = 0,7 =1, 2.

3.E9 La v.a. z con ddp

(@) = 1, 0<z<x1
Pr) = 0, en otro caso

se transforma como indica en la fieura. dando lugar a la v.a. observable y.

T
—> z" - r >0

a) Obténgase el estimador de méxima verosimilitud de r, 77, a partir de K observaciones
de y tomadas de forma independiente.

b) Considérese la situacién

—>| rlz r >0

y obténgase 73;7, de K observaciones de z tomadas independientemente. Coméntese el
resultado.

3.A1 El empleo de la estimacién ML, y en particular de la media muestral, es coherente con la
visién “frecuentista”, o clasica, de la probabilidad.

En efecto: la aparicién de un suceso A puede asociarse con la v.a. “indicadora”
1, siseda A

TA =
0, caso contrario

y la secuencia {xf)} que se observa en K sucesos independientes tiene una probabilidad que
depende de la del suceso A, P (desconocida).
a) Estimese P via ML.

b) ;A qué caracteristica estadistica de z, corresponde P?, ;Y a qué estimador de ésta
corresponde el obtenido para P?



3.A2 El método de los momentos para estimar variables deterministas s a partir de observaciones
x(s) consiste en obtener las estimaciones a partir de igualar la media y los consecutivos
momentos (centrales, tipicamente) calculados analiticamente a sus estimaciones muestrales.
Resulta ventajoso cuando la estimaciéon ML conduce a ecuaciones acopladas de dificil soluciéon

a) Considérese la funcién densidad de probabilidad B(p, q)

2P~ (1 —z)a !

p(z) = Bi(p.q)
0, en otro caso

, 0<z<1  (p,g>0)

donde Bj(p, q) es la funcién (3 integral

1
Bi(p,q) —/0 yP (1 —y) tdy

Compruébese que la estimacién ML de p y ¢ a partir de la observacion de K mues-

tras {l‘(k)} tomadas independientemente, conduce a ecuaciones acopladas de solucién no
inmediata.

b) Previo célculo de la media y la varianza de p(z), determinense los estimadores Py ¥ Gt
utilizando el método de los momentos (sobre T y 7).

(Recuérdese: Br(p+1,q) = p%qBI(p, q))

3.A3 Sea § un estimador de punto estadisticamente creciente de un parametro determinista s; es
decir, si s2 > s1 son dos valores de s, se verifica que Pr{(s > s1)|s2} >Pr{(§ > s1)|s1}, donde
$1 es cualquier valor de 3.
El estimador de intervalo (del pardmetro determinista s) asociado a dicho estimador de punto
es el par ordenado de valores {s,, s} correspondientes a un valor estimado sy (que se obtendria
a partir de una observacién x;) que minimiza s, — s,, anchura del intervalo [s,, sp],cumpliendo
la condicién

Pr{(s < so)|sa N (5§ > so)|sp} =1—0

siendo 6(6 << 1) el nivel de confianza (1-0,el coeficiente de confianza) del estimador de
intervalo; nivel que se preselecciona para realizar los calculos.

a) Compruébese que la condicién citada equivale a

Pr{(8 > $0)|sa} + Pr{(8 < $o)|sp} =0

b) Suponiendo que Pr{(s§ > sp)|sq} = d1(< §), compruébese que para s; < s, se verifica
Pr{(s > so)|s1} < 1; de modo que resulta muy improbable que si el pardmetro s toma
el valor s se obtenga el valor sy para el estimador de punto. Andlogamente ocurre para
S9 > Sp.

c) En la practica, y salvo que conduzca a resultados que vulneren claramente la mini-
mizacién de la anchura del intervalo de confianza, se acepta el resultado de aplicar
separadamente

Pr{(s > sp)|sa} < d/2
Pr{(s < sp)|sp} < 6/2



que proporciona, en general, prestaciones (levemente) subéptimas. Mediante la intro-
duccién de la v.a. normalizada

_ $— E{s|s}
vV {s|s}

donde E {3|s} y V {§|s} son la media y la varianza de § dado s, respectivamente (que
se suponen no relacionadas entre si), que se admiten conocidas, y la utilizacién de los
percentiles’ de z. Verifiquese que las ecuaciones implicitas para determinar s, y s; son

so = E{5|sa} + V'V {5]sa}21-5/2
so = E{3|sp} + 'V {8]sp}25/2

d) Determinese el estimador de intervalo {mg,mp} con nivel de confianza §(dado) de la
media m de una v.a. x de varianza conocida v (no relacionada con m ) asociado a la

. _ . . K .
media muestral T calculada a partir de K observaciones de x,{x(k)} 1 tomadas inde-
pendientemente, siendo K suficientemente alto como para considerar que T tiene un
comportamiento gaussiano.

3.A4 Se puede definir el estimador de intervalo de una v.a. s dada una observacién x como el par
ordenado de valores {s,(x), sp(x)} que minimiza s, — s, (anchura del intervalo de confianza,

as C liendo:
[$a, $p]) cumplien Pr{s, <s < spx} =1-0

donde § (6 << 1) es el nivel de confianza del estimador; 1 — § se denomina coeficiente de
confianza.
Considése la situacion descrita por:

r=s+n

siendo:

S G{m,vs}(s)
n: G{O,vn}(n)

e independientes entre si.

a) Determinese el estimador de intervalo de nivel de confianza § de s, expresado en funcién
del percentil 100(1-6/2) de la v.a. z : Gyg11(2) ; es decir, el valor 2;_5/5 que verifica

1 ?1-5/2
\/T/ exp(—22/2)dz =1 —§/2
T J—00

b) (Qué ocurre si v, >> vs?

c) ;Qué ocurre si vy >> v,7

'El percentil z. de una v.a. z se define mediante

/_Oo P(y)dy = e

obviamente z.=P~!(¢), siendo P(z) la funcién de distribucién de z; es decir, z. es aquel valor tal que la v.a. z
permanece por debajo de él con una probabilidad e.



Tema 4: “Los casos generales gaussianos”

4.E1 A partir de las variables aleatorias unidimensionales s y 7, con densidad de probabilidad

conjunta
L p
sl 7))

se forma la observaciéon z = s +r

a) Determinese $,s.

b) ;Era previsible el resultado? (Considérese la relacién que existe entre E{r|z} y E{s|z}).

4.E2 Considere el problema de decisién binaria sobre la variable tetradimensional x = [z1, 22, 3, 4]

1 0 1 00
Ho : o es GG 0 s 010
3 0 0 01

x4 es U|0, /v] (uniforme entre 0 y \/v) e independiente de las anteriores

T1 0 1 00
Hi:| 290 | esG 0,10 10
T3 0 0 0 v

x4 es U|0, 1] e independiente de las anteriores.

Suponiendo v > 1:

a) Establezca el decisor ML.
b) Calcule Prgy Pyy.

4.E3 Considérese el problema bidimensional binario Gaussiano:

moxec([3][5 1)
moxaa([3][50]) oo

a) Establézcase el decisor ML en funcién del estadistico suficiente z = 22 + 3.

b) Determinense las verosimilitudes de z a través del cdlculo de las correspondientes fun-
ciones de distribucién,
P(z|H;) = Pr {2} + 23 < z|H;}

c) Calcilense Pr4 y Py a partir de las verosimilitudes de z.



4.E4 Las verosimilitudes
p(x[Ho) = G(x|0,0T)
p(x|Hy) = G(x|m, vI)
donde 0 y m son vectores N-dimensionales de componentes 0 y {m,, }, respectivamente, ¢ I la
matriz unitaria N x N, corresponden a las observaciones x (/N-dimensionales) en un problema
de decisién binaria (gaussiano).
a) Disénese el decisor ML.

b) ;Cuénto y en qué sentido habria que trasladar el umbral del decisor anterior si Pr(Hp) =
1/4 y se desease disefiar un decisor de minima probabilidad de error?

c¢) Calctlense Ppy y Py para el decisor ML. jQué ocurre si crece el niimero de dimensiones
y {mn} # 07

d) Sien la practica se tiene acceso a
z=m'x+n
donde n es G(n|m’,v,) e independiente de x, en lugar de a las observaciones x, jcémo
ha de modificarse el disenio del decisor ML?
e) Calcilense P, y P}, para el disefio del apartado d). ;Cémo varfan respecto a Ppa y

Py?

Nota: Utilicese, cuando convenga, la funcién de error complementario dada por la expresion:

erfc(a) = \/12? /OO exp(—12/2)dt

4.A1 Extender las formulas de la estimacién en el caso general gaussiano y sus situaciones particu-
lares cuando sefial s y ruido r tienen medias no nulas: mg y m,, respectivamente. (Sugerencia:
retirense las medias de las variables).

Interprétese el resultado para el caso de observaciones independientes de la misma variable
en ruido i.i.d. en funcién de la presencia de m; y la media muestral corregida (segin la media
del ruido, m, ).
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Tema 6: “Estimacion y regresion lineales”

6.E1 Sean s,z y xo tres variables aleatorias de medias nulas tales que:

= la matriz de covarianzas de x1 y T2 es:

I
Ve | 4]

= ¢l vector de covarianzas cruzadas de s con x tiene como expresion:

=[]

a) Calcilense los coeficientes w; y wy del estimador
Sims = W1T1 + W2T2

b) Determinese el valor cuadratico medio del error de estimacion.

c) Discitase el papel de la variable x5 , que, segin se ve, estd incorrelacionada con la
variable s a estimar.

6.E2 Se desea estimar la variable aleatoria s mediante una combinacién lineal de las x1, x2, x3, de
modo que se minimice el error cuadratico medio. Todas las variables tienen media nula y se
sabe que:

—_

Vi

Ugix; —
Vrqzo
Vi3 —
Vroxs =
Vs —
Vspy = 1/2

|
R~ O o

VUszzs —

(vgs es suficientemente grande para permitir el margen de variacién que realmente tenga p ).

a) Calctlense los coeficientes del estimador lineal buscado.
b) Determinese el error cuadratico medio de la estimacién

c¢) ;Cuanto aumenta el error cuadratico medio si se redisefia el estimador sin hacer uso de
x1? Probar que la variacién es, efectivamente, un aumento para cualquier valor posible
de p.

d) Si0 < |p| < 1/2, jcudles son los valores de p para los que el aumento de ¢) es méximo y
minimo?.

11



6.E3 Se presentan en la tabla los valores observados de un indice s de rendimiento de un proceso
quimico en funcién de la medida = de una de las materias primas utilizadas, realizdndose 7
observaciones por medida.

=] 20 ] 22] 24 26 |
s [ 120 | 112 [ 139 | 140
106 | 134 | 121 | 152
109 | 120 | 122 | 162
103 | 119 | 121 | 133
122 | 120 | 123 | 148
105 | 112 | 135 | 148
107 | 121 | 126 | 136

a) Determinese la recta de regresion de s sobre z.

b) Calculense los residuos.

6.E4 Se dispone de un conjunto de pares {m(k), s(k)}szl para disenar la curva de regresién de s
sobre x conforme al modelo

. (- x<i>>2]
§= Zwi exp [—
el 2v

siendo I un subconjunto de {1,2,..., K} y v una constante dada.

a) Calcule los pesos w; que minimizan la suma de los cuadrados de los residuos, i.e., C =

K 2
[ul3 = > [s® = 5%9]", para

k=1

k1 1 [2]3 ] 4 [ 5 |6]
) 0 0.1] 02 03 0.4 |05
s® 1 -001]09]035]-08 ] —-0.76 | 0

utilizando I = {2,5} y v = 0.005. Represente graficamente (de forma aproximada) la
curva de regresién resultante.

b) Para I = {1,2,..., K}, obtenga el vector de pesos W = [w, ws, ..., wk]" que minimiza
la siguiente funcién de coste suavizada:

C'=Jul +olwl3,  6>0

Analice el efecto del pardametro §, considerando para ello la solucién en los casos extremos:
0=0y d=o0.

6.A1 Las vv.aa s, x tienen una distribucién conjunta

oo ).

Un analista desea disenar un estimador lineal de s a la vista de z que proporcione mini-
mo error cuadratico medio; pero no conoce la distribucién conjunta. Recurre a sustituir en
la formulacién teérica correspondiente los estadisticos reales (E{s}, E{z}, vyz, Vsz, Uss) POT
sus estimaciones muestrales (3,T, Ty, Usy, Uss) Obtenidas a partir de un conjunto de datos
etiquetados. En particular, el analista obtiene * = C.

12



a)

Establézcase la expresién del estimador lineal tedrico que proporciona el error cuadratico

medio minimo, §;,,s(z), y determinese el valor de dicho error cuadrético medio minimo,
2

E{elns ()}

Determinese la expresién del estimador lineal disenado por el analista, §,(z), y calcilese

en cudnto excede el correspondiente error cuadritico medio, E{e2(z)}, del anterior
2

E{ej,  (x)}.

Tras realizar el diseno de §,(z), el analista percibe, por consideraciones fisicas, que s

. . . ~ . A~ .
y « tienen medias nulas, y disefia un nuevo estimador, §,(z), calculando las varianzas
./ 7 . A/ A
muestrales teniéndolo en cuenta. jEn qué difiere §,(z) de §,(x)?

’ . . /\l ~ .’
Calcilese la ventaja que proporciona §,(z) respecto a §,(x) en cuanto a reduccién de
error cuadratico medio.

(Podria el analista percibir la ventaja que se ha calculado en el apartado d) si sustituyese
en las expresiones de los errores cuadréticos medios los estadisticos reales por sus valores
estimados muestralmente?
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Tema 7: “Métodos analiticos, semianaliticos y maquina”

7.E1 En un problema de decisién binaria planteado bajo el criterio ML, las verosimilitudes de las

observaciones son:
20—2), O0<z<1

p(z|Ho) =
0, en otro caso

l/a, 0<z<a
p(z|Hy) =

0, en otro caso

siendo a > 1 un parametro determinista.

a) Disénese el decisor 6ptimo supuesto que es conocido el valor de a.

b) Supdngase ahora que el valor de a es desconocido. Se opta por aplicar una estrategia
minimax, fijando para la toma de decisiones un umbral z,, elegido para minimizar el
méximo coste medio (correspondiente al criterio ML); es decir,

Ty = arg {min {mgiX Crrr (2w, a)}}

Tu

siendo x,, un umbral de decisién genérico

Dy
T 2T
Dy ¥

Determinese x,,.

c¢) Calctlese el incremento del coste medio (ML) que se produce al aplicar la estrategia
minimax respecto al que se tendria si a fuese conocida.

7.E2 Como se sabe, en el caso de que las observaciones de un problema de decisiéon se comporten
dependiendo de los valores de pardmetros deterministas desconocidos se aplican los test de
cociente de verosimilitudes generalizados (GLRT): estimando primero los parametros y apli-
cando después el LRT que corresponde a esos valores estimados.

a) Sean las verosimilitudes de la variable observada

a<x<b

b _ 9y
p(x|Ho) = ¢

0, en otro caso

C
plalH) = S exp (—cla — m])

e iguales las probabilidades a priori. Se realizan cinco observaciones de la variable x,
que toma los valores —4, —1, 0, 2 y 3. Disénese el GLRT que se obtiene de estimar los
parametros desconocidos aplicando el criterio ML, tomando como objetivo a minimizar
por el test la probabilidad de error.
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b)

Calcilense Pra yv Py para el decisor anterior en funcién de los valores reales de los
parametros.

7.E3 En un problema de decisién binaria unidimensional se sabe que la v.a. observada x bajo
la hipétesis Hp responde a una ddp p(x|Hp) de media 0, simétrica y decreciente en torno a
la media, con varianza v; mientras que bajo la hipdtesis Hi pasa a tomar media mq > 0,
conservando su forma (es decir, p(x|Hy) = p(x — m1|Hy)). Las hipdtesis son equiprobables.

a)
b)

Disénese el decisor ML.
En la practica, m; es desconocida. Un disenador opta por estimarla mediante la me-

k
dia muestral T(;y de K observaciones de z bajo la hipdtesis Hy, {xglf;}k X tomadas

independientemente; estableciendo a partir de ella un estimador U del umbral teérico, y
tomando la decisién mediante

Dq
zz2U, st U>0
Dy
Dy
x2U, st U<O0
D1

Justifiquese esta forma de decidir, y determinese la expresién de U.

Obviamente, U es una v.a. Calctlense su media y su varianza en funcién de las de las
muestras, mi1 y v.

Considerada U como v.a, cuando se aplica al decisor con umbral U se produce falsa
alarma

— si U > 0, cuando la v.a. = bajo la hipdtesis Hy supera el valor de la v.a. U;
— si U < 0, cuando la v.a. x bajo la hipétesis Hy es inferior al valor de U.
Explicitese la expresién que permite calcular Pp4.

Cuando K >> 1 y admitiendo que p(x|Hp) obedece al Teorema Central del Limite, U
puede considerarse gaussiana. Suponiéndolo y también que m; =1y

1

5, ‘l’| < 1
p(z|Ho) =

0, |z|>1

(que no satisface la condicién de decrecimiento en torno a la media; pero el disenador
no lo sabe), calctlese la Pry del disefio empirico (el que maneja U).

LA qué tiende la probabilidad de error del disefio empirico del apartado anterior cuando
K — 00, admitiendo que, por simetria, Py; — Pra? Comparese con la del disenio ML
supuesto my conocida, P.(T).

Nota: Empléese la funcién de error complementario de Van Trees:

erfc(a) = \/12? /OO exp(—12/2)dt
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Tema 8: “Estimacién de densidades de probabilidad”

8.Q1 Un problema unidimensional binario de hipdtesis equiprobables presenta las siguientes vero-

similitudes:
1/4, 0<z<4
p(z|Ho) =
0, en otro caso
1/2, 3<xz<b
p(z|Hy) =

0, en otro caso
a) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error y calciilense las caracteristicas
Pra, Py y Pe.

b) Un disefiador no conoce dichas verosimilitudes, pero le resulta posible tomar tres valores
de x bajo cada una de las hipétesis, que resultan ser:

- bajo Hy: :E((]l) = 1.56, x(()Q) = 2.64, 1'83) = 3.30
- bajo Hy: a{" = 3.16, 2 = 4.40, ¥ = 4.73

El disenador aplica un decisor tipo 1-NN para clasificar las muestras posteriores. Indi-
quense los margenes de valores de x para los que el esquema 1-NN llevara a tomar las
decisiones Dy y D;.

c) A partir de lo anterior, calcilense las caracteristicas P;; A P]/W y P; para el decisor 1-NN,
y comparense los resultados con los del decisor éptimo calculado en a).

d) Expliquese lo que ocurrirfa si el disenador pudiese tomar un nimero muy elevado de
muestras etiquetadas para utilizarlas con el esquema 1-NN, dando aproximaciones para
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Tema 11: “Sobre los costes”

11.E1 Las vv.aa. s y x tienen una ddp conjunta

_Joap, 0<s<f(x) y O0<z<1
p(s,x)_{o’ en otro caso

siendo ay una constante.

Se desea estimar s a la vista de x mediante estimadores lineales de la forma
§i = w;x, 1= 1, 2

empleando funciones de coste C;(s, §;) que cumplen

801(8,8}) e &
Tom
0C5(s, s . .

a) Sea f(x) = fi(z) ==«
al. Determinese ay.

a2. Determinense los valores de los coeficientes {w;}i=12, que minimizan los costes
medios correspondientes a las funciones de coste indicadas.

b) Sea f(z) = fo(z) = 2”
bl. Determinese afs.

b2. Determinense los valores de los coeficientes {w;}i=1,2, que minimizan los costes
medios correspondientes a las funciones de coste indicadas.

b3. Discitase en qué se diferencia esta situacion de la que se produce en el apartado a).

11.E2 La d.d.p. conjunta de las vv.aa. s y = sigue la forma:
p(s,z)=a, —l<z<l, 0<s<]|z|

a) Determinese la d.d.p. de la v.a. z, px(z), especificando el valor de a.

b) Establézcanse las expresiones de los estimadores de s en funcién de x que minimizan los
costes cuadrdtico medio (Crns = E {(s — §)?}) y absoluto medio (Cop = E{[s — 3[}),
Sms Y Sap, Tespectivamente.

c) Supuesto que se restringe la forma de los estimadores a cuadrético en x, establézcanse
las expresiones de los estimadores 54p,s = wiz? y Sqab = wex? que minimizan los costes
antes mencionados (cuadrético y absoluto medios, respectivamente).
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11.A3 El efecto de los valores fuera de margen puede ilustrarse mediante el siguiente ejemplo
simplificado.

Considérese la observacion
r=s+r

donde la senal s es G{0, v}, mientras que el ruido r, independiente de la senal, toma la forma
de una interferencia impulsiva

p(r) = Pé(r)+ (1 — P)d(r — R) (R>0)
siendo P >>1— P.

a) Determinese $,s.

b) Calcilese el estimador 6ptimo §7 para la funcién de coste de Talvar

o (s—35)% |s—3 <ep
Cr(s S)_{ e, |s — 5| > e

con 2eg < R; definiendo los intervalos de valores de x en que ha de aplicarse cada valor
de este estimador.

c) Compérense los dos estimadores obtenidos.
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Tema 12: “Calidad de estimadores y decisores”

12.Q1 Las variables aleatorias s y = siguen una distribucién conjunta

G{O{l p}}(sydf) (Inl < 1)
1,0

Determinese si existe el estimador absolutamente eficiente de s a la vista de .

12.E1 Considérese la observacién
r=s8+r

de la senal s inmersa en ruido r; la senal sigue la distribucion exponencial unilateral Eyy .}
p(s) = aexp(—as)u(s)

y el ruido, independiente de s, la distribucién Erlang (Gamma) Eys 4

p(r) = a®rexp(—ar)u(r)

a) Determinese ;5.

b) Calcilese la media E{$,,s — s} y la varianza Var{$,,s — s} del error, y discitase la
influencia de a.

c) Determinese p(§,sls).

12.E2 El pardametro determinista s es observado a través de

x =+/sr

donde r es un ruido multiplicativo G(0,v). Se realizan K observaciones independientes de z,
{z®™}.
a) Determinese el estimador de maxima verosimilitud §,,;.

b) Calculese el sesgo y la varianza de §,,;.

12.E3 Las vv.aa. s y x obedecen a la ddp conjunta

O0<s<l1
s<x<2s

p(s,z) = c, {

siendo ¢ una constante.

a) Tras representar el soporte de la ddp, calcilese el valor de c.
b) Establézcanse las expresiones de las ddp marginales p(s) y p(z).

c) Determinese analiticamente la forma del estimador de error cuadrético medio minimo
de s a la vista de z,8,,s(x). Trécese dicha forma sobre la representacién del soporte de
p(s,x), y disctitase si es posible determinarla directamente.
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d)

)

Calctilese el error cuadratico medio E{e2 ,(z)} que proporciona la aplicacién del esti-
mador anterior.

Determinese la forma del estimador lineal de error cuadratico medio de s a la vista de z,
Sims(x). Tracese dicha forma sobre la representacion del soporte de p(s, ), y coméntese
su aspecto.

Calctilese el error cuadrético medio E{e? (z)} que proporciona la aplicacién del esti-
mador anterior, y comparese con E{e2  (z)}.

. Qué ocurre si se percibe (p.ej., visualizando muestras) que hay un comportamiento
(estadistico) distinto para 0 < x < 1y 1 < & < 2, y se disenia un estimador lineal 6ptimo
diferente para cada uno de estos intervalos (54 ims(%) ¥y $B,ms(x), respectivamente)?
Verifiquese analiticamente la solucién que se proponga.
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