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Obijetivos

@ Generacion de senales con ancho de banda finito (limitadas en banda)
> Los canales reales tienen un ancho de banda finito

» Ancho de banda de una senal
* Rango de frecuencias POSITIVAS con componentes frecuenciales no nulas
* Notation: B Hz, W = 2nB rad/s
- Senales en banda base
- Senales paso banda (frecuencia central w, rad/s)

[X(jw)| o u;?x_(/czu)TB IX(jw)| 0 Sx(jw) W — 22
Ax —
=1 "
T w T I T w
—W +W —We 'HUC
Banda base Paso banda (frecuencia central w, rad/s)

@ Diseno para transmitir informacion digital a través de canales lineales no ideales

|H(jw)u/deal |H(jw)| Ideal
= 27B W =27B
S [ ] I
|I T || w T T T w
—-W +W —We —+we
Banda base Paso banda (frecuencia central w, rad/s)

> Respuesta no ideal del canal (respuesta no plana en la banda): distorsién lineal
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Teoria de la Comunicacion - Modelo basico
@ Modulacion lineal en un espacio de senales N-dimensional

N—1
s(t) =) Ajln] ¢t — nT)

» La informacion se transporta linealmente
* En la amplitud de N sefales ortonormales {¢;(r) ;V:‘Ol
» Codificador: A[n]
* Constelacion en un espacio de dimension N
* Disenado considerando energia (E,) y prestaciones (P., BER)
- E,: energia media por simbolo (E, = E|[|A[n]|*])
- P, probabilidad de error de simbolo
- BER: tasa de}grr{)r binaria
» Modulador: {¢j(t)}j:0
* Disenado considerando las caracteristicas del canal
* |deal: la Unica distorsion que aparece en la transmision es la adicion de ruido

wcsen | 55 (blanco y gausiano)
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Modulacion PAM en banda base
@ Modulacion unidimensional: N = 1

PAM (Pulse Amplitude Modulation)
s(t) = Y _Aln] g(t — nT) . e
. ASK (Amplitude Shift Keying)

@ Tiempo de simbolo T (tasa de simbolo R, = 1/T baudios)
@ La secuencia Aln] es la secuencia de simbolos
» El alfabeto se denomina constelacidn (representacion 1-D)

» Conversion de bits a simbolos: codificador
* Constelaciones M-arias (M-PAM)

[M — 2" simbolos  m = log, M bits/simboloj

2 _
* Niveles normalizados: |A[n] € {+1,43,. .- ,£(M—1)}, E=E [|A[n]|2] _M - ! J]
* Asignacion binaria: codificacion de Gray
@ Senal g(¢) (base ortonormal de dimension 1)
» Normalizacién: energia unidad (E{g(¢)} = 1 J)

» Recibe habitualmente dos nombres:

* Filtro transmisor
* Pulso conformador (aunque no sea necesariamente un pulso)
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Ejemplos de constelaciones M/-PAM
@ Niveles normalizados: (A[n] € {£1,43,--- ,=(M — 1)}
» Distancia 1 a los umbrales de decision (para simb. equiprobables)
@ Asignacion binaria con codificacion de Gray
» Asignacién para simbolos a minima distancia difiere sélo en 1 bit

@ Ejemplos: 2-PAM, 4-PAM, 8-PAM

“0” 13 1 ”» ES — 1 J
o—|—o [
-1 0 1

“01” “00” “10” “11” ES — 5 J
o | o | @ | o
~3-2-10 1 2 3 M=4

“001” “0111! “0101! “000” “100” “101” “111” “110” Es — 21 J
o |——o | o | o | o | o | o | e [
-7 6 -§4-3-2-10 1 2 3 4 §5 6 7
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Constelaciones M-PAM no normalizadas
@ Valores de la constelacién
Aln] € {d, +3d, -+, =(M — 1)d}

» Distancia d a los umbrales de decisién (para simb. equiprobables)
@ Energia media por simbolo

2 _
‘&:EMMH:fx%?iw
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Codificador: Tasa de simbolo vs. tasa binaria
@ Duracién de simbolo (o periodo de simbolo): T
» Se transmite un simbolo de la secuencia A[n| cada T segundos
@ Constelaciones M-arias transmiten m = log, M bits por simbolo
» Asignacion binaria: codificacion de Gray
@ Hay dos tasas de transmision (velocidades) en un sistema digital
» Tasa de simbolo (para la secuencia de simbolos A[n])

R, = % baudios (simbolos/s) ’

» Tasa binaria (para la secuencia de bits B,[/])

1 .
[Rb = T bI’[S/SJ

@ Relaciones entre ambas tasas de transmision

Ry
Ry, = m X Ry Ry = — T=mxT, T, =
m

2
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Modulacion PAM mediante filtrado
@ Conversion de secuencia en tiempo discreto A[n| a tiempo continuo

> Sefial de simbolos: tren de impulsos (deltas) con amplitudes A[n] en nT

ZA[n (t — nT) ’

s()) = Y Aln] (¢ —nT) = (1) * g(t)’

n

@ Generacion de la senal PAM

0
e —{ w0
Encoder g(1)
[ s(1) ]
-g(t)

Representacién simplificada equivalente
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Ejemplo: modulacion de una secuencia binaria (10 bits ini.)

¢ [0 1]2 3[4 5|6 78 9].. g(1)
B [1 1[0 0[]0 1]1 1]1 0 -+
“01!! “OO” “10” “1 1 ” T
o | o | o | o Aln] . . f
-3 -2-10 1 2 3 4-PAM —3 +5
. s p n 0 1 2 3 4
@ Codificacion: bits a simbolos R B S R R s s
@ Tren de deltas a(r) + filtrado de a(r) con g(¢): senal PAM modulada
a(t) = ZA 6(t — nT) sl = > " Aln] g(t — nT)
3; \/T n
1
1 717
_1 l T 3T 4T -1 ] 2T | 3T 4T
VT
341 \_/—% 1
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Espectro de PAM banda base

@ Senal PAM banda base

s(t) = 3 Aln] g(t - nT)

@ Sea {A[n]}>2_ . una secuencia de variables aleatorias (proceso aleatorio
estacionario)
» Media my[n] = E[A[n]] = mga
» Funcidn de autocorrelacion Ra[n + k,n] = E[A[n + k] A*[n]] = Ra[K]
» Energia media por simbolo E; = E[|A[n]|?]
» La densidad espectral de potencia es

Sa (e%) = TF{Ralk]} = i Ru[k] ek

k=—o00
@ Sea g(r) cualquier senal determinista con transformada de Fourier G(jw)
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Revision - Calculo de la densidad espectral de potencia

@ Densidad espectral de potencia de un proceso aleatorio X(r)

X o) |

[SX(J'W)dgE[Hm —} — lim w

T— 00 T T—o0

Interpretacién: promedio de la respuesta en frecuencia del proceso (truncado) en médulo al cuadrado

@ Teorema de Wiener-Khinchin

Si para cualquier valor finito 7 y cualquier intervalo .A, de longitud | 7|, la autocorrelacién del proceso aleatorio cumple

< oo,

’/ Rx(t+ T,1) dt
A

la densidad espectral de potencia de X(¢) es la transformada de Fourier del promedio temporal de la funcion de autocorrelacion

|Sx(jw) = T-F{<RX(I+ T, t)>} I

. 1 (172
(Rx(z+7,z)>dzf lim —/ Rx(t+7,1) dt
T—o0 T —T/Z
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Corolarios Teorema de Wiener-Khinchin

@ Corolario 1: Si X(¢) es un proceso estacionario y 7Rx(7) < oo para todo 7 < oo

[Sx(w) = TF {Rx(r)} |

@ Corolario 2: Si X(t) es ciclostacionario y se cumple que

Ty
/ Rx(t+ 7,t)dt
0

< 00,
entonces
Sx(w) = TF {Re()}
donde
1
RX( ) TO RX( +T7t) dt?
vesm ‘ %Miw?ﬁ Marcelino Lézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 13/168

Media y funcion de autocorrelacion de una PAM banda base

s0)= S Al glt—nT)
=E ZA[n]g(t— nT) ] ZE g(t—nT) =my Zg(t— nT)

ma [n]

Rs(t+ 7,t) = E[s(t + 7) s*(1)]

—E [(ZA[k] g(t+ 71— kT) ) (ZA* l]T>)]

_ZZE g(t+ 1 —KkT) g*(t —jT)

Ra[k—j]

—ZZRAIC Jlg(t+7—kT) g*(t —jT)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Cicloestacionariedad

mg(t+T) :mAZg(t+T—nT) :mAZg(t—(n— HT)
L, > gt —n'T) = ms(1)
Rs(t+7+T, t+T):

—ZZRA gt+7+T—kT)g"(t+T —jT)

_zzm A 84T — (k= 1)T)g"(t — (G — DT)

5

LJ'=i- IZZRA (K +1)= (' +1)] gt+7—KT)g*(t —j'T)
_ZZRA —7glt+7—KT)g"(t —jT +7) = Rs(t + 7,1)
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Promedio temporal de la autocorrelacion

1 T
RS(T):T/O Rs(t+7,1) dt

_ %/ SN Ralk—j] gt + 7 — KT)g" (¢ —T) dr
0 k j

mz—f% S RA[m]/O ot +7 — KT)g"(t — (k— m)T) dt

k=—o00 m=—o0

T . 00 r—(k=1)T
= 7 Z Ry [m] Z / gu)g*(u— 1+ mT) du
m=—o00o k=—o00 T—kT
] o0
=7 3 il [ s (T )
1
=7 Z Ry[k] ro(T — kT
k=—o00
- re(t) = g(t) x 8" (—1)
ucbm‘ggﬂgg!ll(jl Marcelino Lazaro, 2025 ¢
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Densidad Espectral de Potencia (DEP)

Rs(r) =7 > Ralkl rlr —k7)
k=—00
— % ( Z Ra[K] (T —kT)) s re(T)
k=—o00
= % ( Z Ralk] 6(T —kT)) *g(T)* g (=)
k=—o00

Sg(iw) = TJT" {1}5(7')}

1 [ & .
o7 ( > Ralk ) G(jw) G* (juw)
k=—00
1 .
= = Sa(@") |G(w)P
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Densidad espectral de potencia - Analisis

So(j) = 7 Sa(e) |G(jw)]

@ Tres contribuciones:
» Factor de escala constante dado por la tasa de simbolo: + = R, baudios
» Componente determinista dada por g(¢): |G(jw)|?

» Componente estadistica (estocastica) dada por A[n]: Sa(e/*)
» Evaluada en wT, i.e. Sy (e“T)

@ Para secuencias A[n| blancas (caso mas frecuente)

Rin| = E, 6ln] ¥ Su(e*) = E, = E[|A[n]]"]

. Es | .. :
Ss(jw) = — |G(jw)|* = E; R, |G(jw)|?

» g(1): Pulso conformador (determina la forma del espectro)
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Ejemplo de pulsos

1 t TF w
t=—H<—> < Gu(jw) = VT sinc [ —
ga() \/T T a(J ) T
. ga(t)
VT
—5T —4T —3T —-2T —T +7T 2T 3T 4T 5T _
. t TF wT
tz—smc(—) G wzﬁﬂ —
8v(t) 77 T b(jw) =
g (1) Gy (jw)
VT
—ST —4T —3T —2T —T ST _l0m _8z _6z _4z _2x $2E 44T 4 6m 48 10n
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Ejemplo de pulsos (ll)
. (1)
VT
- —_— ga(1)
Dominio temporal
/ —_— )
N\ Py
\/I ~— |
-5T —4T —3T =27 -T 0 +T 2T 3T 4T 5T
G(jw)
VT
Ga(jw)
Dominio frecuencial
— Gy (jw)
P PN v\ L~
I N '\/ N1 I
_ 107 _ 87 om 4m _2r 0 +2l +41 +6l +8l +10J
Universidad T T T T T T T T T T
uedm | Carios M Marcelino Lazaro, 2025
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Ejemplos de Ss(jw) : secuencia A[n] blanca

Ss(ie) = 2 (GG Gulis) = VT sine (21} GuG) = V711 (1)

Ss(jw)
E;
— (1) = ga(?)
—g(1) = g(1)
5t __4r _3m _2n _= T 2r 3
T TUCGM Comunic?;ciones I:E:]itales

ddddddddddd - T
e ‘ Soriesi @ Marcelino Lg;aro, 2025T T

Ejemplos de Ss(jw) : secuencia A[n] coloreada
@ La forma de la D.E.P. se puede modificar también introduciendo correlacion en la

If’XM banda base 21/168

secuencia transmitida

@ Secuencia de informacidn tipica: secuencia blanca A,,[#]
» M-PAM: A, [n] € {£1,£3,--- ,£(M — 1)}
M>—1

» Energia media por simbolo: E; = E [\Aw[nﬂz] =73
@ Generacion de una secuencia no blanca (coloreada) A[n]

Ejemplo: A[n] = A, [n] + Ay[n — 1]

(e.o]

@ Transmision de la secuencia coloreada Afn] |s(f) = > Aln] g(t — nT)
n=—00
Aln]
~® e 21
Ayln] ,
Ayn—1]
!
om| G Marcelino Lézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales
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Funcion de autocorrelacion de A[n]
@ Autocorrelaciéon de A, [n]: Ry, [k] = E; 0[]
@ Funcion de autocorrelacion de A[n]
Rulk] = E[A[n + k] A" [n]]
=E[(Ayn+ k| +A,n+k—1]) (A;[n] +Aj[n—1])]
=E[A,[n+ k| A [n]] + E[Au[n + k] Al [n — 1]]
+E[Ayn+k—1] A} n)]+E[An+k—1] A} n—1]]

= Ra, [k] + Ra, [k + 1] + Ra, [k — 1] + R4, [K]
= 2Ry, [k] + Ra, [k + 1] + R4, [k — 1]
= E,(20[k] + o[k + 1] + [k — 1))

Ra[K]
2E;
I i I
| >
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Densidad espectral de potencia
@ Densidad espectral de la secuencia A[n|

Sa (€) =TF{Ralk]} =D Ra[k] e 7
k

=E, (2° + e +e¥)
=2E; [1 4 cos(w)]

@ Densidad espectral de la senal PAM en banda base s(r)
Este sistema transmite la secuencia de datos coloreada A[n]

Ss(jw) = % Sa(e™T) \G(jw)\z

Sustituyendo la expresion obtenida para S4 (e/"*’), evaluada en wT, se tiene la expresion de
la densidad espectral para esta senal

Ss(jw) =

2FE;
T
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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[1 + cos(wT)] |G(jw)|?




Densidad espectral de potencia con g,(7)

Universidad
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Densidad espectral de potencia con g,(¢)

4E;
— Ss(jw)
I L L 1 L L |
_Sm _d4m _3m _IZm _ZT s 2m 3 4 5T
T T T T T T T T T T
w
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Densidad espectral de potencia con g,(¢)

G (jw)
l SAZ()eij
Ss(jw)

57 4w 3w 2r  _ T 0 us 2 3r 47
T T T T T T T T T
w
wom | T (OO Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales

Densidad espectral de potencia con g,(¢)

4E,
— Ss(jw)
I L L L 1 L L L |
_Sm _d4m _3m _IZm _ZT s 2m 3 4 5T
T T T T T T T T T T
w
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Potencia de una modulacion PAM en banda base

@ La potencia puede obtenerse integrando S;(jw)

1 (0.¢]

@ Para secuencias A[n| blancas: Ss(jw) = & |G(jw)|*
E, 1 o
Ps= = — w)|* d
5= 7 5|16 dw
~— < - Y
Foxks £{g(1)}

» Si g(t) estad normalizado, aplicando la relacion de Parseval

E
[PS = 75 = E; X R, WattsJ

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Seleccion de las formas de onda para g(¢)

@ Seleccion para identificar la secuencia A[n] muestreando s(z)

(a) Pulsos con duracion limitada al periodo de simbolo: 7' s
* No hay solapamiento entre pulsos desplazados nT segundos

Ejemplo : g.(1) = %T I <%>

* El simbolo A[n] determinas la amplitud de la sefial en su intervalo de simbolo
asociado
* Problema: ancho de banda infinito

(b) Pulsos con una duracién infinita: ancho de banda finito
* Solapamiento: interferencia no destructiva en algun punto cada T segundos

g(nT) =0, Vn # 0; Ejemplo : g,(t) = % sinc (%)

* El simbolo A[n] determina la amplitud de la sefial en el punto no destructivos
asociado en su intervalo

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Pulso rectangular : pulsos retardados n7 (n € {0,1,2,---})

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] | +1 -1 +3 +1 -3 +I -1 -3 —1 +I
8a(t —nT)

3
VT

A[0] xA[1]  xA[2]  xAB]  xA[4]  xA[5] xA[7] xA[9]

S

(=]

Sl

__3
\/T _I_ Il 1 Il 1 | | | | Il |

1 1 T 1 T 1 1 T 1

I T
voom | 3ol QOGO \parcel@idzaro, 3Bs 2T 3T 4Tycam 8dmunicaldhnes Digitles 8T 9T  10TPAM bandabase 31/168

Pulso rectangular : Contribucion de cada simbolo

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] +1 -1 +43 +1 -3 +1 -1 =3 -1 +I1
Aln]ga(t — nT) :

; Al2) = +3

T e O

A =1 W3] = +1 Al5] = +1 A9] = +1

=3

VT T | | | + \ | | | |

voom | Sl (@O \arcetino varo, 203 2r 3T 4%cam cRhunicaciStes Digitdds ST 9T 108\ banda base 32/168




Pulso sinc : pulsos retardados n7 (n € {0,1,2,---})

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Al] | #1 =1 43 1 -3 +1 -1 -3 —1 +1

g(t —nT)
3

T

xA[0]  xA[l]  xAR]  xA[B]  xA[4]  xA[5] xA[7] xA[9]

=3
\/T o 1 | | | | | | | 1

I T 1
vom | Gicsll - (@O0 Marcelild Lazaro, 85 2T 3T 4Tycam &dmunicadidnes Digitles 8T 9T
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Pulso sinc : Contribucion de cada simbolo

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] | #1 =1 +3 +1 -3 +1 -1 -3 —1 41

Aln)gp(t — nT)
% — A2] = +3

4

(=]

Sl

=3
I

T T T

T
vesm | §}vﬂ'§§3:§ Marcelino ggzvaro, ZOZIST 2F 5T 4ECSM CgT

6T T
municaciones Digitales
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Senal modulada PAM s(r)

S

3

Sl

—3
VT | : : : : : = . : :

oT 1T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T 9T
wom | T (OO Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales

Recuperacion de A[n] a partir de s(¢) con un filtro adaptado

@ Recuperacion de A[n] en un escenario ideal
» No hay ninguna distorsion sobre la senal s(r)
» Se aplica un filtro adaptado sobre s(¢)
» Se recupera A[n] muestreando ¢(z) (salida del filtro)

Aln) () (o a) r gln]

re(t) = g(1) x g(—1) t =nT

107
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s(t) = Al gt —nT)  q(t) = > Aln] rylt — nT) |

@ Condiciones para recuperar Aln] de ¢[n] (muestreando ¢(r))

» Las mismas que antes, pero aplicadas a r,(¢) y no a g(z)
* Condiciones para formas del tipo (a)
- r4(r) de duracion T
* Condiciones para formas del tipo (b)
- Ceros periédicos en r,(1) (ry(nT) = 0 Vn # 0)

NQOTA: Si la duracion de g(¢) es menor que T, r¢(t) cumple las condiciones (b)
o | &t [OSO : SV
M | Ghadna e Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales
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Forma de r,(7) para los pulsos de ejemplo

1 t t
o (1 :-——]I(—) <~ t =1\(—)
g ( ) ﬁ T rga( ) T
ga(1) rgq (1)
1
Vo 1
—5T —4T —-3T —-2T —-T +7 2T 3T 4T 5T —5T —4T —-3T 2T -—T $ +7 2T 3T 4T 5T
1 t t
‘gb(t) =75 sinc (?) < 1g, (1) = sinc (?) ’
8 (1) e, ()

—5T —4T —-3T —-2T —-T +T 2T 3T 4T 5T —5T —4T —-3T 2T —-T 2T 3T 4T 5T
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Senal recibida ¢(1)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aln] | #1 =1 +3 +1 -3 +1 -1 -3 —1 41

31 ql) o) = gal?)
g(t) = gp(1)
0
14
_3 _I_ 1 1 1 1 1 1 1 1
orT 1T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T oT 10T

Universidad
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Recuperacion de A[n] transmitiendo por un canal (sin ruido)
@ Recuperacion de A[n| transmitiendo por un canal
» Por simplicidad, se asume que no hay ruido

» A la salida del canal se aplica un filtro receptor f(7)
* Opcidn habitual: f(r) = g(—1) (filtro adaptado al transmisor)

]

p(t) = g(t) x h(t) = f (1) t=nT

=S Al gt —nT)  qt) = > Aln] plt — nT) |

@ Ahora las condiciones deben evaluarse sobre p(r)
» Duracion limitada a T segundos
» Pasos ciclicos por cero cada T segundos
@ Diseno para cumplir las condiciones
» Transmisor g(z) y receptor f(¢) pueden disenarse
» El canal i(r) viene dado, no es un pardmetro de disefio

Universi idad
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Canal discreto equivalente

Canal Discreto Equivalente

]

Aln q
L{ Canal Discreto Equivalente |7

@ Proporciona la expresidn en tiempo discreto de las observaciones a la salida del
demodulador ¢[n| en funcién de la secuencia transmitida A n]

» En sistemas ideales: q[n| = A[n] + z[n]
Si z[n] es gausiano, las distribuciones condicionales (dado A[n] = a;)

2
llg—a;l|
1 TNy

Jain)jap (qlai) = We

@ A continuacion se obtendra dichas expresiones para dos canales
» Canal gausiano
» Canal lineal
wches| RN Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 40/168



Transmision de senales PAM sobre canales gausianos

Aln] 0 W o 10 (—qf@ q(r) r qln]

\TJ

n(t) t=nT

Canal Gausiano

@ Modelo de canal gausiano
» La Unica distorsion durante la transmsién es la suma de ruido

r(t) = s(t) + n(z)

n(t): proceso aleatorio estacionario, blanco y gausiano, media nula y S, (jw) = Ny/2

@ Filtro receptor f(¢)
» Configuracién habitual: filtro adaptado al transmisor

f(t) =g"(—1) = g(—1), yaque g(z) es real
@ Senal filtrada antes del muestreador

(q(0) = s(0) % £(0) + n(t) 1) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente para canal gausiano

@ Senal antes del muestreo
s(1)

o0 = | AW g —,1) | 570+ nle) <£(0)
A N——

ruido filtrado z(7)

salida sin ruido o(r)
o) = YAl <g<r ) *f(f)) — ST AWK pli— kT
k k

@ p(1) = g(¢) =f(¢): respuesta conjunta transmisor-receptor
» Esta respuesta conjunta detemina la salida sin ruido en el receptor

@ Observacioén discreta a la salida del demodulador
qln) = q(1)],—,r = q(nT) =D _A[k] p((n — k)T) + 2(nT)
k

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente para canal gausiano (ll)
@ Definicion del canal discreto equivalente pln] (pln] = p(1)],_,]

L e B (? v [q[n]=;A[k]p[n—k1+z[n]=A[n]*p[n]+z[n]]

2]

@ Definicién de la respuesta conjunta p(¢) (0 P(jw))

) =g +f() B P(iw) = Gliw) F(jw) |

» Utilizando filtros adaptados:

foy=g-0 ¥ Flw) =G"(w)

‘p(t) =g gD =r() B Pw)=Gliw) G*(w) = |G(w)’ ’

rg (1)1 funcién de autocorrelacion continua de g(r) (o funcién de ambigliedad temporal de g())

ddddddddddd
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Transmision de senales PAM a través de canales lineales
Aln K r n
H 9 @ O )= 90 r qln]

n(t)

Canal Lineal

@ Modelo de canal lineal
» La senal PAM s(z) sufre distorsién lineal durante la transmisién
» También se anade ruido blanco y gausiano

r(t) = s(t) * h(t) + n(z)
h(t): respuesta al impulso del sistema que modela la distorsién lineal
n(t): proceso estacionario, blanco, gausiano, con media nula 'y S, (jw) = Ny/2
@ Filtro receptor f(¢)
» Configuracién habitual: filtro adaptado f(¢) = g*(—t) = g(—1)
@ Senal filtrada a la entrada del muestreador
q(t) = r(e) + £(2) = s(2) % h(e)  £(1) + n(e) < £ (1) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente para canal lineal
@ Senal antes del muestreo
s(1)
q(r) = zij[k] g(t = KT) | % h(t) £(1) + n(t) £ (1)

=S (g(r—kT « h(1) *f(t)) n(0) (1) = S ALK plt — KT) + (1)

k

<) (p(t) = g(t) * h(t) *f(t)j : resp. conjunta transmisor-canal-receptor
» Si se usa un filtro adaptado en el receptor

(p(t) = 5(0) % h(e) = " (~1) = rg(0) = h(1)

r¢(r): autocorrelacion temporal de g(r) (funcidon de ambigtiedad de g(r))
@ Observacion discreta a la salida del demodulador

qln) = q(1)|,_y = 4(nT) = ZA |p((n—k) >+z<nT>’

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente para canal lineal (ll)
@ Definicidn del canal discreto equivalente p[n|: [p[n] = p(t)|t:nT]

q(n] l ZA k] + z[n] = A[n] * p[n] + z[n]

&

7]

2

@ Mismo modelo basico que para canal gausiano
» Nueva definicion para p(z): incluye el efecto de A(z)

o) =50 b +1(0) B Pliw) = Gliw) H(w) F)|
» Utilizando filtros adaptados: f(¢) = g(—t) £Q F(jw) = G*(jw)
b6 =y x i) B P(iw) = |Gliw) P H(iw) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Interferencia intersimbdlica (I1SI)
@ Definicidn del canal discreto equivalente p[n]

pln] = p(7) },_nT qln] = 0[n] +2[n]

Salida sin ruido o[n ZA[k pln — k| = Aln] * p[n]
Aln oln n
[n] ol ] @ qln]
z[n]

@ Ideal (p[n] = d[n] = oln] = A[n])

@ Real: Interferencia entre simbolos (ISI)

o[n] = Aln] % p[n] = }:A AMn g@/+§:AHpM— k]

Ideal escalado k;ﬁn

Ny J/
WV
ISI
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Interferencia intersimbdlica - Analisis

@ Interferencia entre simbolos para el canal discreto p[n|

oln] = Aln 0] +» Alk]lpln—k
7 = 4Alnl pl0] § : ]
Ideal escalado k;g,,
—_——

" S/
-~

interferencia (ISI)

deseado

» Efecto de la interferencia entre simbolos

ISI =) " A[k] pln —
k

Contribucién en el instante discreto n de simbolos anteriores y posteriores

oln] =---+Aln—2] p[2] + A[n — 1] p[1] + A[n] p[0] +A[n + 1] p[—1] + A[n + 2] p[-2] + - - -
——

1SI precursora cursor 18I postcursora

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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ISI - Efecto : Constelacion extendida

@ [SI produce una constelacidon extendida en el receptor
> Valores de la salida discreta sin ruido: (o[n] = A[n] * p[n]
» Ejemplo: modulacién 2-PAM (A[n] € {£1})

* Canal A: p[n] = 6[n] + 0,56[n — 1] — (o[n] = —|—05An—1D
* Canal B: p[n] = 6[n] + 0,56[n — 1] + 0,256[n — 2] — (o[n] n] + 0,54[n — 1] + 0,25A[n — 2])
Aln] Aln — l} Aln — 2] oln]
+1 +1 +1 +1,75
Aln] Aln — 1] o[n] +1 +1 —1 +1,25
—+1 —+1 +1,5 +1 —1 +1 —+0,75
Canal A| +1 —1 +0,5 CanalB| +1 —1 —1 +0,25
=1 F1 =05 —1 +1 +1 —0,25
=1 —1 —1,5 -1 1 =1 —0,75
—1 =T +1 —1,25
=i =1 =1 —1,75

Constelacion 2-PAM

& | o ® =A[n] =+1
I @ =An=-1
—1 0 1
Constelacion Extendida (Canal A) Constelacion Extendida (Canal B)
oo+ oo —o of{oofoof0—0—
—1 0 1 —1 0 1
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ISI - Efecto : Constelacion extendida (ll)

@) ‘ O e ‘ e O @ ‘ ) ?

A[n] = +1,K, =2 :p[n] = 6[n] +0,56[n — 1] + 0,35[n — 2]
@) ‘ e O® a‘um‘u [ o )
-3, -1 1 ) 3

Aln] =+1,K, =3 :p[n] = 5[11] +0,56[n — 1] + 0,36[n — 2] 4+ 0,156[n — 3]

& ‘.-.q-..{--—-}.upou

-3
Universidad — 2
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ISI : respuesta conjunta transmisor-canal-receptor p(r)

@ La respuesta p(¢) determina el comportamiento de la ISI

» La salida sin ruido depende del valor de p|n]
* Muestreo de la resp. conjunta transmisor-canal-receptor p()
* Muestreo a tiempo de simbolo (en nTy)

@ Definicion de respuesta conjunta transmisor-canal-receptor
» Canal gausiano

p(0) =g +f(6) B P(w) = G(iw) F(jw) |

» Canal lineal
(p() = s) +h() + 7)) B Pliw) = G(w) H(iw) Fiw) |

@ Receptor habitual: filtro adaptado (1) = g*(—1) = g(—1)
» Canal gausiano

PO =r) B P(w) =|Glw)]|

» Canal lineal

‘p(f)zrg(t)*h(t) E P(w) = |G(w) H(iw)’

Universi idad
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Criterio de Nyquist para la ausencia de ISI
@ Condicidn para evitar la ISI expresada en tiempo discreto

= J[n] (xC)
t=nT S—~—

escala/ganancia

pln] = p(7)

@ Condicion equivalente en el dominio frecuencial
(P (¢v) =1 (xC)]
@ Condiciones equivalentes expresadas en tiempo continuo
p(t) D 6(t—nT)=6(r) (xC) iP(jw)*Z% > 5(,@—]‘2?”1() =1 (xC)

n=—00 k=—o0

o0

% > P(jw—j?k) =1 (xC)}

k=—00

Réplicas de P(jw) desplazadas multiplos de 27” rad/s suman un valor constante
o | R BB Marcelino Liézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 52/168



Nyquist en frecuencia: una implicacion importante
@ Transmision a R, = + baudios
@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W < & = 7 R, rad/s
» Equivalente a ancho de banda B = % Hz con B < & Hz

P2 () e
k*—oo
-W
i 2 ~z Wz 2 i w(rad/s)
_® R _& B & R, % f(Hz)

@ NO es posible cumplir el criterio de Nyquist con ancho de banda

. R,
W< ; = 7 R, rad/s o, equivalentemente, B < 33 Hz

UC3M Comunicaciones Digitales

Universidad
ucdm | Carlos|ll -m . 4
de Madrid @ cmrmcw  Marcelino Lazaro, 2025

Nyquist en frecuencia: una implicacion importante (ll)

@ Transmision a R, = + baudios

@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W = & = 7 R rad/s

PAM banda base 53/168

» Equivalente a ancho de banda B = J~ Hz con B = & Hz
. R . 27
Pulso rectangular P(jw) = aTT (4%) 5 > r(w-ijt)=c
_3m _2r -z w=2Zz 27 ELy w (rad/s)
T T
sk —R, & B= K R, ke f(H)
. . 1 & 27
Cualquier otra forma P(jw) . 7 2 (i) e
_3m _2m -z w=ZI 2m 3w w (rad/s)
he A S _& R ke f(H)

UC3M Comunicaciones Digitales

2
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Nyquist en frecuencia: una implicacion importante (lll)
@ Transmision a R, = 7 baudios
@ P(jw): ancho de banda W rad/s, con W > % = 7 R rad/s
» Equivalente a ancho de banda B = J~ Hz con B > % Hz

1
T

Pulso trianglular P(jw) = a A (3’—:)

> 2

> P(jw—j—k) =C
T

— oo

k=

- - -7 T W=2 3 w (rad/s)
. 1 > 2
Muchas otras formas para P(jw) 5> p(le—iTa) =c
k=—o0
_3n W= W o2 3
- - T T - - w (rad/s)
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Forma optima para p(r) £ P(jw) para transmision sin ISI
Mejor compromiso entre ancho de banda y tasa de transmision
@ Minimo ancho de banda para Tx sin ISl a R, = 7 baudios

Ry
{Wmm — % =7 R, rad/s (Bm,-n =5 Hz)}

@ Maxima tasa sin ISI con un ancho de banda W rad/s (B Hz)

‘ e = %/ — 2 B baudios (symbols/s) ’

@ Respuesta conjunta transmisor-canal-receptor 6ptima

(p(t) = sinc (%) £ P(jw) =T 1I (:—:)]

Universi idad
voom | iesll (@O \farcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 56/168



Ejemplo: p(7)

p(t) = sinc (15=)

T =1ms (R, = 1 kbaudio)

} © © © © © © © © © © }
-6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 n
veom | G S8 Marcelino Lizaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales

Ejemplo: p(7)

p(t) = sinc (=)

PAM banda base 57/168

T =2 ms (R, = ; kbaudios)

4 5 t(ms)
&p[n]
} } } © © © © } } }
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 n

Universidad
veom | Caicll (YOO Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales
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Ejemplo: p(7)

2 3 4 5 t(ms)

: —+— @ o ' ' ©
6 -5 -4 -3 2 4 o 2

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo: p(7)

p(t) = sinc (=)

T = 0,8 ms (R, = 1,25 kbaudios)

-5 4 -3 _M1 M 3 4 5 t(ms)

”—Qel?-T ?9
—6—5—04—3h—1 1&3

~G
v O
g8 5)

dddddddddd
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Ejemplo: P(jw)

1073 Pw) = 107311 (1072

: : : : : : : : 7= (kHz)
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
T =1ms (Ry = 1 kbaudio) DN (jw - sz7,>
P— I [r—
: : : : . : : : : 7= (kHz)
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
T =2ms (R, = § kbaudios) - 3P (jw - sz’T)
: : | : | | | | : | : —— 27 (kKH2)
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Ejemplo: P(jw)
-3 SN 103 1073
107%) P(jw) = 10711 (102
: : : : : : : : 7= (kHz)
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
T = 3 ms (R, = 2 kbaudios) L5 P (o — k2E)
1 —
: : : : : : : : 2= (kHz)
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
T = 0,8 ms (R, = 1,25 kbaudios) E 5P (- k3E)
1 i
: : : : : : : : 7= (kHz)
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Ejemplo: p(7)

p() = sinc® (1)

T =1 ms (R, = 1 kbaudio)

} © © © © © © © © © O f
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 n
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Ejemplo: P(jw)
. _ -3
1073 Pliw) = 1074 (1022
I I I . . . I I I 3 (KHZ)
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
T =1 ms (R, = 1 kbaudio) Ly, P (jw - k%’r)
1
I I i I . i i I I 37 (KHZ)
—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4

Universidad
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Pulsos o filtros en coseno alzado

@ Familia de pulsos con ancho de banda finito
@ Parametros
> Tiempo (o tasa) de simbolo: T seg. (0 Ry = % baudios)

» Factor de caida (roll-off): «
* Rango de valores del factor de caida: o € [0, 1]

. . 10,T . TF. ,0,T,.
* Caso particular o = 0: . (1) = sinc () < Hypp (jw) = T I (4X)

@ Expresiones analiticas (en tiempo y frecuencia)
a7, (sen(nt/T) cos(amt/T)
L”RC 0= (=) () J

™
0< <(1-a)=
<ol <(1-a)Z

Hl (jw) = §[1—sen(%(|w|_;>>} (1—a);§|w|§(1+o<);

7r
0 14+ a)=
lw| > ( a)T

R
@ Ancho de banda: ‘W: (1+a) x ; rad/s, B= (1 + «a) x ?S Hz]

Universi idad
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Pulsos en coseno alzado 4 (1)

@ Cumplen el criterio de Nyquist a T segundos (0 a R, = % baudios)

! — a=0
—_— a=0,25
—_— a=0,5
a=0,75
a=1
—5T —4T 3T -2T —1T 1T 2T 3T 4T 5T

Universi idad
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Cosenos alzados - Respuesta en frecuencia H;;' (jw)

T
—_a=0
— a=0,25
— a=0,5
a=0,75
o=
1 T
2
2T7r -z +7 4+2r w (rad/s)
R, & & +Ry  f (H2)

Universidad
ucdm | Carlos|ll -m . 4
de Madrid @ cmrmw  Marcelino Lazaro, 2025

UC3M Comunicaciones Digitales

Cosenos alzados: Réplicas de Hy,- (jw) cada % rad/s

T

PAM banda base 67/168

o T s
- +T
—R _Rs R

§ 2 +3

() Hgg(jw) cumple el criterio de Nyquista T's (0 a R, = % baudios)

Universidad
ucdm | Carlosll -m . 4
de Madrid @ rmrmes Marcelino Lazaro, 2025

UC3M Comunicaciones Digitales

w (rad/s)
f (Hz)
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Pulsos en raiz de coseno alzado
@ Pulsos respuesta conjunta consigo mismo es un coseno alzado

« a,T a,T g
‘hRRC ) * hRRTC( t) = hgc (1) RRC(IW) RRC(IW) Hpe (jw) ’

@ Procedimiento general para obtener /j.-(f)
@ Se parte de la respuesta en frecuencia Hy! (jw)

© Se hace Hyj(jw) = /He (jw)
Q hRRC =TF" {H?éT(iW>}
@ Pulsos en raiz de coseno alzado

Tt
sen | (1 —a)—
it T
cos| (1+a)=|+T
4oy T 4ot
hl?kTC‘( ) = 2
/T 4ot
1— [ =
T
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Pulsos en raiz cuadrada de coseno alzado hRRC( )
@ NO cumplen el criterio de Nyquist a T s(oaR,=1 + baudios)
> Excepto para o = 0, ya que hRRC(t) = smc (T)

3T —2T —1T 1T 2T 3T

Universi idad
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Raiz de cosenos alzados - Respuesta en frecuencia Hj;.-(jw)

VT
—_ a=0
— a=0,25
— a=0,5
/% a=0,75
o=
L VT
2
_ 2 -z +7 +Z w(rad/s)

ue3m | Carlos Il - . 2
de Madrid —@ Marcelino Lazaro, 2025

UC3M Comunicaciones Digitales

Raiz de coseno alzado: Réplicas de Hy;(jw) cada %= rad/s

V2T

PAM banda base 71/168

_& z +7 +2r w(rad/s)
R, & +5 +Ry  f (H2)

o H,‘Q‘,;E(jw) NO cumple el criterio de Nyquista T's (0 a Ry = % baudios)
> Excepto para o = 0, ya que HYT (jw) = VT II (£L) es un pulso rectangular
RRC 27

Universidad
ucdm | Carlosll -m . 4
de Madrid @ rmrmrs Marcelino Lazaro, 2025
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Cosenos alzados - caida de los Iobulos secundarios

0,1

a = 0,25
a=0,5

a=1
—2|5T —ZIOT —lI5T —IIOT —IST (I) +|5T +1|0T +1|5T +2|0T +2|5T
Universidad
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Cosenos alzados - retardo de implementacion

@ Un coseno alzado tiene un nimero de I6bulos secundarios “relevantes” (depende de «)
> Se pueden despreciar los I6bulos no relevantes para facilitar la implementacion (truncar)

@ La obtencién de la forma de onda requiere un retardo (formas no causales)
> El retardo esta relacionado con el nimero de l6bulos que se han considerado relevantes
P Menor retardo para valores mas altos de o (mayor requerimiento de ancho de banda)

@ Ejemplo: generacion de una sefal 4-PAM con o = 0
> En el ejemplo, 25 I6bulos se consideran relevantes (y 25 l6bulos se dibujan)
> Se precisa un retardo de 25 x T para computar la suma
> La senal negra (debida a A[25]) es la Ultima con contribucidn relevante en el primer intervalo de simbolo

ﬂ

LV \|a
S _—’o-o.‘.‘.‘e . ‘

ucdm
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Cosenos alzados - retardo de implementacion (ll)

@ Retardos mas bajos pueden obtenerse utilizando factores de caida méas altos
» El precio a pagar es un mayor ancho de banda

(*) EJempIo generation of a 4-PAM waveform with o = 0,5

En el ejemplo, 4 I6bulos se consideran relevantes

Se precisa un retardo de 4 x T para computar la suma

La sefial negra (debida a A[4]) es la Gltima con contribucién relevante en el primer intervalo de simbolo

El retardo ha bajado de 25 x T a4 x T en este ejemplo (méas de 6 veces)

El ancho de banda de ha incrementado un 50 %

NOTA: el nimero de I6bulos “relevantes” depende de la precision requerida, esto es sélo un ejemplo (las cifras no deben tomarse como una
referencia precisa)

VVVYVYY
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Revision: procesos aleatorios y sistemas lineales

Teorema: X(r) es estacionario, con media my y funcién de autocorrelacion Rx(7). El
proceso pasa por un sistema lineal e invariante con respuesta h(t). Entonces, los
procesos de entrada y salida, X(t) e Y(t), son conjuntamente estacionarios, con

[my = my /_Z h(t) dt]

[RY(T) — Ry(7) % h(r) + h(—T)]
LRXY(T) = Rx(7) * h(—T)J

Ademas

[Ry(r) = Ruy(7) % h() |
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Revision: expresiones en el dominio frecuencial

@ Media del proceso de salida

‘my:mXH(O)’

@ Densidad espectral del proceso de salida
[Sy(0) = Sx(jw) |HGw)F

@ Dendidades espectrales cruzadas

def

Sur(jo) 2 TF {Rey(7)} |
‘SXY(jw) = Sx(jw) H (jw) ’

| Six(jw) = Sy (jw) = Sx(jw) H(jw) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Revision: espectro de senales en tiempo continuos/discreto

@ Senal continua x(z) y discretizada x[rn| muestreando cada T seg.

Lx[n] = x(t)],_, = x(nT)J

@ Notacidon habitual

» X(jw): espectro (Transformada de Fourier) de x(r)
> X (¢): espectro de x[n]

@ Relacion entre ambas transformadas
» Paso de tiempo continuo a tiempo discreto

)

» Paso de tiempo discreto a tiempo continuo

| X(w) = TX (7)), o] < 7|

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Revision: propiedades de la funcion de ambigliedad temporal

@ Tambien denominada funcion de autocorrelacion continua
@ Definicidn para sefales deterministas de energia x(¢)

relt) = x(t) ¥ x*(~1) |

Informalmente: mide la similitud entre una sefal y ella misma con un retardo ¢
@ Expresion en el dominio frecuencial

Ri(jw) = TF{r(t)} = TF{x(0)} x TF{x"(~1)} I
— X(jw) x X" (jw) = |X(jo)

@ Valor maximo en ¢ = 0: |r,(0)| > |r(?)]
@ Energia de la senal

Parseval: £{x(1)} — / ()| dt = — / X ()2 dw
Usando la funcién de ambigledad temporal

£{x(1)} = % / TR dw - Ex() = rx(O)’

— 00
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Propiedades del ruido en el receptor
@ Ruido blanco n(r) (S,(jw) = No/2) pasa por el filtro receptor f(¢)

n(t) z(1) z[n]
0 (G}

t=nT

@ Analisis en el dominio frecuencial
» DEP del ruido filtrado z(7): (Sz(jw) = Sy(jw) |F(jw)|* = % |F(jw)|2]

* Ruido coloreado (respuesta DEP no constante)
NOTA: excepto |F(jw)| = C, i.e., un filtro paso todo (amplifica/atenda)
> DEP del ruido en tiempo discreto (muestreado) z[n]

o= Ll 5 50

SR

* El ruido discreto puede ser blanco !!!!

., 1 w 2
ndicion: — Rs | j= —j—k ) = constan
Condicio = Ek f(] = > consta te}

T
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Condiciones para que el ruido z[n| sea blanco
@ El ruido en tiempo discreto z[n] es blanco si

1 w 2mk

- ZRf (j? —]T> = C, lo que equivale a Ry(¢*) = C
k

» Condicion equivalente en el dominio temporal
(rpln) = 1(1)| _, = C 6n), lo que implica C = r;(0) = £{f(1)} |

@ Condicion para que z[n] sea blanco
» z[n] es blanco si la funciéon de ambigtiedad temporal del filtro receptor r¢() (0 Ry (jw))
satisface las mismas condiciones que p(t) debe satisfacer para eliminar la ISI (criterio
de Nyquist)
» La condicion para que z[n| sea blanco depende Unicamente del filtro receptor f () !I!

@ Densidad espectral de potencia de z[n] cuando es blanco

: N . . : N
S.(eY) = 70 x E{f(t)} — sif(¢) es normalizado S,(¢/“) = 70
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Potencia de ruido y relacion senal a ruido (SNR)
@ Si se cumple el criterio de Nyquist para la ISI (ISI=0)
qln] = Aln] + z[n]
@ En este caso, la relacion sefal a ruido en g[n] es

(S) _E[ARM]P] _E

N Ellz[nP] o2

@ o2 es la potencia (varianza) de la secuencia de ruido z[n
Z
2 1 s

Co2n )

S (e*) dw

o

> Si el ruido z[n] es blanco, con DEP S, (¢) = % £{f(1)}

2= /_7; 2 x ()} dwo = 20 x (1)} = "2 x 77(0)

* Para un filtro receptor normalizado: o2 = %2

uuuuuuuuuuu
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Consecuencias del criterio de Nyquist: canal gausiano
@ Se asume que se usa un filtro adaptado en el receptor

f(t) =g*(—t) = g(—1) ya que g(¢) es una funcién real

@ Condicion para evitar la ISI
» Respuesta p(r) = g(r) = f(¢) cumple el criterio de Nyquist

» Utilizando filtros adaptados (p(t) = r,(t)

@ Condicion para que el ruido z[n| sea blanco

» Funcion de ambigiliedad temporal del filtro receptor, (), cumple las
condiciones del criterio de Nyquist

» Utilizando filtros adaptados (r¢(t) = r4(?)

@ Conclusion: ambas condiciones son equivalentes [p(t) =re(t) = rg(t)]

» Con un canal gausiano y utilizando filtros adaptados, si se evita la ISI el ruido
muestreado z[n] es blanco

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Eliminacion de ISl en un canal lineal con filtros adaptados

@ pln] (0 P(jw)) debe cumplir el criterio de Nyquist
» Definicion de p(z) incluye ahora el efecto del canal lineal A(t)
@ Diseno de p(1)|P(jw) para cumplir Nyquist a tiempo de simbolo T
@ Diseno utilizando filtros adaptados
Respuesta del filtro transmisor en el dominio frecuencial
> P(jw) = H(jw) |G(jw)|®

» Por tanto
P(jw) : .
Gjw) = {\/ "Gy S H(w) #0

0, en otro caso

Si el filtro receptor esta adaptado al transmisor, esta eleccidn para el filtro
transmisor elimina la I1SI
» P(jw) es una opcion de diseno
* Habitualmente, se selecciona un coseno alzado
0 (x,T o
|P(w) = He (i) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Inconvenientes de esta opcion de diseno

@ La respuesta del canal, H(jw), debe ser conocida
» Puede ser dificil conocerla
» El canal puede ser variante en la practica

@ La secuencia de ruido en tiempo discreto, z[n], no es blanca

oy No 1 w P (j% —jFk)
R ) i Rk 3 e
o320

NOTA: Para filtros adaptados F(jw) = G*(jw), lo que significa |F(jw)| = |G(jw)|
» Detector simbolo a simbolo sin memoria no es éptimo
» Toda la secuencia ¢[n] debe ser utilizada para estimar el simbolo en un instante
discreto determinado ny, A[no]

» El ruido puede ser amplificado
* Canales con una atenuacion severa en alguna(s) frecuencia(s) de la banda

» Conclusion:
* Usando filtros adaptados, en general no es posible evitar la ISI y al mismo tiempo tener ruido blanco
- Solo es posible si el canal es ideal en la banda de trabajo (canal gausiano)
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Ejemplo: ISI=0 con filtros adaptados

H(jw)
5 5 £ (MH2)
P(jw) = G(jw) F(jw) H(jw) TasaMax.:a =0
Pjw) = |G(jw)|? H(jw) — H ()
P(jw) = Hge! (jw)
G(jw) = \/W —_1(5)71' 1(%7? %mﬁg)/s)
2T 2 |G(jw)? |G (jw)
A4 \/_
~
5 5 f(MHz) -5 5 f(MH2)
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Ejemplo: ISI=0 con filtros adaptados (Il)
@ Densidad espectral de potencia del ruido z[n]

; N, 1 ) 2 N,
Sz<e’w>:70X?ZRf<’(%)‘f7ﬁ ) =2 —Z‘ (JE“’_ )
k

Filtros adaptados: |F(jw)|* = |G(jw)|?

2

2T p1G(jw)?
w\y _ No 1 w 2
Sz(e])—szEk ‘G(]T—]Tk)

+7% w (rad/s)

2

~0n

S. (¢) # C, por tanto z[n] NO es blanco!!!

ddddddddddd _57.‘- _471- _37T _27T _7T +7T 27-( 37“- 47T 57T w
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Utilizando un filtro receptor genérico
@ Receptor genérico, no necesariamente un filtro adaptado

% q(1) r q(n]

t=nT

@ Definicion de la respuesta conjunta p(r)
(1) = () % k(1) % £(1) L5 P(jw) = Gljw) H(jw) F(jw)
@ Canal discreto equivalente a tasa de simbolo: p|n]

[pln) = p(nT) = (8(6) * h(e) < £(1)) | 7 |

@ Ruido filtrado

2(t) = n(t) +£(t), 2[n] = z(nT)
» Densidad espectral de potencia del ruido discreto z[n]
; N 1 . 2
()= x 7 52 |F (i ~174)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Diseno de g(¢) y f(¢): ISI=0 + ruido blanco (precodificacion)

@ Ruido blanco [ry(r) = f(1) * f*(~t) <5 Ry(jw) = |F(jw)|* cumple Nyquist|

» Seleccion del filtro receptor f(¢) PER F(jw)

* Eleccion habitual: (f(r) = h&L (1) &5 F(jw) = H;;‘Iég(jw)j
@ Eliminacion de la ISI

[p(t) = g(1) * (1) * £ (1) <55 P(jw) = G(jw) H(jw) F(jw) cumple Nyquist]

» Seleccion de la respuesta conjunta p(r) HER P(jw)

* Eleccién habitual: (p(t) = h%T () &5 Pjw) = HgéT(jw)]
* Para obtener el P(jw) deseado, el filtro transmisor es

I
Gliw) = — 0 __
H(jw) F(jw)
* Con las elecciones habituales
Hze! (jw) Hppe (jw)

G(jw) = T = o
H(jw) Hype(jw) — H(jw)

* Con frecuencia presenta problemas de implementacion
- Los mismos que para eliminar la IS| con filtros adaptados
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Otros criterios de diseno

@ Filtro adaptado a la respuesta conjunta transmisor-canal

£0) = ga(=), con gu(s) = g(0) = h(r)

» Maximiza la relacion sefal a ruido
» No elimina la ISl y el ruido z[r] no es blanco

@ Minizacidén del error cuadratico medio: maximizar

E | lAln] plo]P’

E |2  Alk] pln — k] +2[n]

k#£n

|
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Configuracion habitual para canales lineales

@ Filtro receptor adaptado al transmisor f(t) = g(—t) con r¢(t) = r,(t)
cumpliendo Nyquist

Aln s r n
H (1) N = a0 129 r qln]

(t) t =nT

» Opcidn habitual: filiros en raiz de coseno alzado
8() = hgpe()) = £(0) = higpe(0)|

| §(1) * £(1) = r(t) = 1y () = W2 () |

@ Consecuencias:
» Esto asegura que el ruido en tiempo discreto z[n] es blanco
» Existe ISI en el sistema (respuesta conjunta p(¢) no cumple Nyquist)
* Los receptores puede disenarse especificamente para tratar con la ISI (como se
vera en el Capitulo 2)
et CE Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 91/168

Revision - Calculo de la probabilidad de error de simbolo (P.)

@ Definicidn [Pe = P(A[n] # A[n])j

@ Calculo - Promedio de las probabilidades de error condicionales para cada simbolo

M—1

P, = ZPA(ai) Pe|a,-

i=0

@ Calculo de las probabilidades de error condicionales

Pe|ai = / fq|A(qmi) dql
q¢l;

Se integra la distribucién condicional de la observacién para el simbolo a; fuera de la regién
de decisién del simbolo, I;

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Revision - Calculo de la probabilidad de error de bit (BER)
@ BER (Bit Error Rate): Se promedia la BER condicional para a;

M—1
BER =) _ pa(a;) BER,,

i=0

M—1 .
@ Calculo de las BER condicionales |BER,, = Z Polara, elai—a;
m

j=0
J#i

> Pejq;—sq;: Probabilidad de transmitiendo A = a;, decidir A = q;

Pe|a[—>aj = Ifq|A (q()’ai) dq()
90<;

> Me|q,—q,- NUMEro de errores de bit que conlleva esa decision
» m: numero de bits por simbolo de la constelacion
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Ejemplo - Espacio 1-D M-ario

@ Ejemplo:
> M = 4, simbolos equiprobables p4(a;) =
» Constelacion:ay = -3, a; = —1, a = +1, az = +3
> Regiones de decision: umbrales ¢,; = —2, q.2 =0, g3 = +2

Iy = (—OO, —2], I, = (—2,0], I, = (0,+2], I3 = (—|—2,—|—OO)

> Asignacion binaria
ay =01, a1 =00, ap =10, a3 =11

ap =01 a; =00 a, =10 a; =11
° | ° | ° | ° q
¢ S e -t O 1 2 3 .
N IO [4D) 1] 7 N L4

@ Sin ISl (p[n] = §[n]), z[n] blanco y gausiano con o2 = Ny/2
qln] = Aln] + z[n]

Caso estudiado en “Teoria de la Comunicacion”
Universi idad
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Ejemplo - Espacio 1-D M-ario (ll)

@ Probabilidad de error de simbolo

3
1 3 1
P, = — Peai:_Q
1272 ( No/2

)

@ Probabilidad de error de bit (BER)

3
1
BER = 7 ZO BER,,

3 1 1 3
~ ¢ ( N0/2> T2 ( No/z) )

1
4

o

5

N

@ Calculos detallados a continuacién

UC3M Comunicaciones Digitales

Calculo P,

a as
® | ®
1 3
yi ANV \
N (4 71 aIN L4
I I I

@ Distribucion f;4(qlao)

» Gausiana de media ayp = —3 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f,4 (¢lao) fuera de Iy

Peja, = / fqlA(Q|aO) dqg = Q (
q¢lo

UC3M Comunicaciones Digitales

1

N()/Z)
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Calculo P,

as
—@ q
3 \
@ Distribucion f;j4(q|a)
» Gausiana de media a; = —1 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error condicional
> Integrar f, 4 (qla;) fuera de I,
1
Peay = [ Jou(glar) dg =20
q¢h N0/2
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Calculo P,,

ap
® |
-3 0
4 \ 1/ \
N 7N\ rdl LY r 4
Iy Il

@ Distribucion f;4(qla,)

» Gausiana de media a, = +1 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error condicional

> Integrar f, 4 (qlaz) fuera de I,

1
Pea, = / faa(qlaz) dg = 2Q
q¢h

No,2
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Calculo P,,

ap a a as
® { ® | ] | ® q
. -3 2 -1 0 1 2 3 R
N IO 7N\ 1]
@ Distribucion f;4(qlas)
» Gausiana de media az; = —3 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error condicional
> Integrar £, 4 (glas) fuera de I
1
Pio, = | Jealqlas)dg=Q | ——
q¢h N0/2
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Calculo de BER,,
| f f q
¢ B SRESEFE )
Iy I

@ Asignacion binaria: ag = 01, a; =00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (¢g|ao): gaussiana de media a, y varianza Ny /2

BERy = |0 — ) o[ ——)|x 1
o No/2 No/2 2

Prlay sy %
3 5 2 5 1
2 2
N()/Z N0/2 N0/2
Pelag—say % Prlag—ras e\a(2n~>43
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Calculo de BER,,

@ Asignacion binaria: ag = 01, a; =00, a; = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (¢la:): gaussiana de media a, y varianza Ny/2

1 1 1 3 1
2 2 2 2
No/ NG No/ No/2 <
Mela; —a Mela; —a
Pe|u1~>a0 % Pe“’l"“z 1”’_) ?
3 2
2 2
No/ NG
Melay —a
Pe|a1~>a3 1,,,_) 2
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Calculo de BER,,
a as
° | ] q
— g —1 1
¢ L 3 — >
Iy I I I

@ Asignacion binaria: ag = 01, a; =00, a; =10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (¢g|az): gaussiana de media a, y varianza Ny /2

3
BERgy = |0 —— )| x 2 +lo[—2—)-0o——)|x !
No/2 2 No/2 No/2 2
Melay —a, Melay —a
Pe|a2—>a0 % Pe‘”z—“’l | 2”’*> :

1 1
Ll 2
_— Melay —az

Pe|a2—>a3 m
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Calculo de BER,,

U A

A
[
[98]
4
o
I
—_

A 4

@ Asignacion binaria: ag =01, a; = 00, a, = 10, a3 = 11
@ Distribucion f; 4 (¢g|as): gaussiana de media a3 y varianza Ny /2

5 1 3 5 2
BERy = |0 —— || x - +]o[——=)-0—=2=)|x 2
No/2 2 No/2 No/2 2
%/_/ m(_’ m(_’
Prlas —sag w Prlay—sa, w
+lo( -2 o = :
— X p—
No/2 No/2 2
Pe|ll3 —ay me\a?n—mz
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Cambio en la asignacion binaria
@ Resultado final para constelacion anterior

01 00 10 11
ap a a as
® | ® | ® | ® q
3 2 -1 0 1 2 3

R =20 —— | +10(——=]-10(—
4 No/2) 2 Noj2) 4 No/2

@ Si se cambia la asignacidn binaria

11 00 10 01
ap ai a) as
® | ® | ® | ® q

3 2 -1 0 1 2 3

> No varian los términos Peja;—a;
» Sivarian los términos Me|a;—a; = Varia la BER II!

BER=20( —— ) ~to(2_
4 No/2 4 No/2
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Codificacion de Gray
@ Los m bits asignados a simbolos a minima distancia difieren sélo en 1 bit

01 00 10 11
a a a) as
o | o | o | ® q
3 2 -1 0 1 2 3

» Este tipo de asignacion minimiza la BER

@ Terminos P,, ., dependen de la constelacion
elai—a;

» Valores dependen de las distancias entre a; y a;
» Valores mas altos para simbolos a minima distancia

me\ai—mj

@ Terminos —-—' dependen de la asignacion binaria
» Estos términos ponderan la contribucion de P,j,, .

* Gray: minimiza el impacto de los valores mas altos de Peja;—a;

* Para valores altos de relacion senal a ruido (SNR), en la mayor parte de los casos, un error de
simbolo produce un Gnico error de bit

1
BER ~ — P,
m

Universic idad
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Probabilidad de error sin y con ISI

@ Ejemplo: modulacion 2-PAM: A[n] € {+1} at R, = 7 baudios
@ Receptor: raiz de coseno alzado normalizado con factor de caida «

F(6) = hgge () = rp(6) = f (1) % (—1) = hgl? (1)

z[n] es blanco con ¢? = 2

@ Canal discreto equivalente: p[n] = 6[n] + [n — 1]
@ [SI produce una constelacidon extendida en el receptor

A[n] A[n — 1] o[n]
+1 +1 +3
o[n] = A[n] * p[n] = A[n] + %A[n —1] 11 1 _,_%
-1 +1 —%
—1 —1 ==
® Alr=+1 Constelacion 2-PAM Constelacion extendida (ISI)
@ Afn]=-1 @ f @ N S S
vesm ‘ §°ﬂ°§"j - Marcelino Lézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 106/168



Probabilidad de error sin y con (ll)

Probabilidad de error condicional para Afn] = +1, i.€., Pjan=+1

Jaialgl +1) ZN(L %)

pln] = 6[n]
_ 1
Pe|A[n]:+1 - Q <\/W)
@
p) —1 +1 s
N ]71 ]+1 L4

—@
~1 +1
¢ >
I T 1
qu =10
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Probabilidad de error sin y con ISI (lll)

Probabilidad de error condicional para An] = —1, i.€., Pjs[n=—1

1, T I
s I%mvelrswd?ﬁ 00} qu =20
R B Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 108/168



Probabilidad de error sin y con ISI (IV)

@ Probabilidad de error sin ISI

P, = 1p rip —o -2
e — > elA[n]=+1 2 elAln]l=—1 —

@ Probabilidad de error con ISI

1 1 1 1/2 1 3/2
Pe:_Pe nl= +_Pe n:—:_ +_
SPelam=+1+ FPelap=—1 2Q ( No/2> 2Q< N0/2>

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Diagrama de ojo

@ Herramienta de monitorizacion de sistemas digitales
» Superposicion de fragmentos de la sefal en torno a instantes de muestreo

» Duracioén de cada fragmento: 2T

» Obtenida utilizando un osciloscopio
* Trigger: governado por senal de muestreo
* Base de tiempos: para cubrir 2T

@ Principales caracteristicas
» El centro y los dos laterales (horizontalmente) coinciden con instantes de
muestreo
* Las trazas deberian pasar por los simbolos en los instantes de muestreo
» Diversidad de formas de transicidn entre instantes de muestreo dependen de la
forma del filtro transmisor
@ Permite detectar multiples problemas:
» Problemas/sensitivilidad en el sincronismo
» Nivel de ruido
» Presencia (y nivel) de ISI

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Diagrama de Ojo-a =0

q(1)

B 7/ \ 7

or 1T 2T 3T 4T 5T 6T T 8T

aaaaaaaaaa
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Diagrama de Ojo-a =0

(1)

Or 10T

PAM banda base 111/168
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Diagrama de ojo - Ejemplos

0 0.5 1 15 2 0 05 1 1.5 2
/T /T
2-PAM o = 0 Ruidoso 2-PAM & = 0, IS
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Diagrama de Ojo-a =1
q(t)

1
0
-1
0T 1T 2T 3T AT ST 6T T 8T oT 10T

1

0

—1

(n— 1T nT (n+ 1T

Carloslil
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Diagrama de Ojo - a =1

q(1)

6T T 8T

or 1T 2T 3T 4T 5T
1 -
0
—1
(n— 1T nT

Uriversidad
ucdm | Carlos I -m . 4
de Madrid @ cmrmw  Marcelino Lazaro, 2025

Diagrama de oio - Eiemblos (Il)

2

T
2-PAM o = 0,75

Universidad
ucdm | Carlosll -m . 4
de Madrid @ rmrmes Marcelino Lazaro, 2025

(n+1)T
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T
2-PAM o = 0,5

NN
ININ

-1.5
0

T
2-PAM o =1
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Senales con cosenos alzados (ideales) - « = 0

q(1)
+1 [0] Al7] A[9] A[10]
| | | | |
[ [ [ [ |
6T T 8T 9T 10T
-1 A[6] 8]
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o = 0,25
q(t)
+1 [0] Al4] Al5) A[7] A[9) A[10)]
| | | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [ | | |
+T 2T 3T 4T ST 6T T 8T 9T 10T
-1 - All] A[2] Al6] (8]
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Senales con cosenos alzados (ideales) - « = 0,5
q(t)

+1 -QA[0] AR AL Qals] A[T] A[9] WALL0]

3T AT 5T 6T T 8T oT 10T

Al6] Al8]

Universidad
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Senales con cosenos alzados (ideales) - « = 0,75
q(1)

+1 [0] A[3] 4 @A) Al7] A[9] NDA[10]

Al6] Al8]
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Senales con cosenos alzados (ideales) - o = 1

+1

Universidad
ucdm | Carlos|ll -m . <
de Madrid @ cmrmcw Marcglino Lazaro, 2025

q(t)
[0] A[s] A[7] A[10]
| | | | | | | | | |
[ [ | [ [ [ [ | [ [
+T 2T 3T 4T 5T 6T 1T 8T or 10T
Ap2) Al6] Al8]
UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 121/168
Senales con cosenos alzados (ideales) - Comparacion
q()
— 0y = ()
— o = 0,2
s ¢ = 0,5
e o = 0,7
a=1
Al A[10]
| |
[ |
or 107

veom | Calesil (OO 1

lino Lazaro, 20
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Componentes - o« =0
q(2)

+1 -@[0] 4(3] A[9] A[10]

D)
1z
NS

4T 5T 10T

N
+T 2T ir
-1 0 AP /
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lino Lazaro, 20

Componentes - o = 1

q()
1 -QA0] or R[] A[7] NG A[10]
_ Ll L A
- =17 —r |
4T 2T 3T 4T 5T T oT 107
-1 A ALR) Al6] Al8]
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Componentes - p(r) triangular

q(t)
+1 [0]
+T
1 =
veom | seriesht OO Marchlino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM banda base 125/168

Modulaciones PAM Paso Banda

ucdm
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Modulaciones PAM paso banda

@ Objetivo de una modulacion PAM paso banda

» Generar senales de ancho de banda finito en un rango de frecuencias paso
banda

* Frecuencia central w. rad/s (o f. = 5= Hz)
* Ancho de banda finito W rad/s (0 B = ;- Hz)

» Senales apropiadas para la transmision a través de un canal paso banda
|X(jw)| o SX(/"”) W = 2nB
%7/
| | |
—We “+we

Paso banda (frequencia central w, rad/s)
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PAM paso banda - Generacion con modulacion AM

@ Alternativa mas sencilla
@ Se genera una senal PAM en banda base

s(t) = 3 Aln] g(t - nT)

@ Esta sefnal PAM se modula con una modulacion de amplitud. Hay distintas
variantes

» Modulacion AM convencional (doble banda lateral con portadora)

» Doble banda lateral (sin portadora)
» Banda lateral Unica

* Banda lateral inferior

* Banda lateral superior
» Banda lateral vestigial

* Banda lateral inferior

* Banda lateral superior

Universic idad
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Inconvenientes de una modulacion AM

@ AM convencional y doble banda lateral
» Eficiencia espectral se reduce a la mitad (doble ancho de banda)
@ Modulacién de banda lateral Unica

» Requiere filtros ideales en el transmisor
* Filtros reales introducen distorsion

@ Banda lateral vestigial
» Requiere filtros de banda lateral vestigial
* Caracteristicas restrictivas
» Se reduce (ligeramente) la eficiencia espectral
* El ancho de banda se incrementa en el tamano del vestigio

Universi idad
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Modulacion con dos portadoras en cuadratura

@ Dos secuencias de simbolos (no necesariamente independientes)
[Ailn] Agln] |

> Se transmiten simultaneamente (tasa R; = % cada una)
@ Dos senales PAM banda base con filtro transmisor g(¢)

{w) — S Al gt —nT)  sol) = 3 Agln] gt nrﬂ

s7(r): in-phase component, so(t): quadrature component
@ Generacion de la sefal paso banda, x(r), con s;(1) y so(?)

V2 cos(w,t)

A[[ﬂ] Y E— S](f)

%g(t) & + A x() [ x(£)= V2 s;(1) cos(w,t) ]
Ag|n] 0 so(1) 2 —@i} —/2 59(1) sen(w,t)

V2 sen(w,?)

Universi idad
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Notacion compleja para PAM paso banda
@ Secuencia compleja de simbolos
|Aln) = Ay[n] + jAgln] |

> Arln] = Re{A[n]},  Agln] = Im{A[n]}
@ Senal compleja en banda base, s(7):

{s@ =510 +solt) = 3 Al gle ~n)

@ La senal PAM modulada paso banda se escribe como

1) = V2 Re {s(t) ¢} = V3 Re {ZA[n] (o= n1) d} |

ddddddddddd
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Modulador PAM paso banda

Bbm Aln] 20 s(t) @ x(1)

Bits V3
2 it
V2 cos(wet)
Re(All} (— o () é
B0 Al R
— | CODIFICADOR H—
Bits Al _
Im{Aln]} o0 o() 2
Agln] — \f
— V2 sen(w,t)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Relacion con un espacio de senales 2D

@ Senal en espacio de senales bidimensional se escribe

ZAO ¢0 l‘—l’lT —|—ZA1 o1 t—nT)

» ¢o(t) Y ¢1(¢) son senales ortonormales
@ Formulacion PAM paso banda sélo es equivalente si
2 .
wc:%xk, with k € Z

En este caso
Ao[n] = Aq[n], Ag[n] = Ai[n]

¢o(1) = 8(1) cos(wet),  ¢1(t) = —g(1) sen(wet)
¢o(t —nT) = g(t — nT) cos(w.(t —nT)) = g(t — nT) cos(w,t)
¢1(t —nT) = —g(t — nT) sen(w.(t —nT)) = —g(t — nT) sen(w,?)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Modulador en espacio de senales 2D

————

CODIFICADOR H—

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Constelaciones PAM paso banda

@ Representacion 2D de los posibles valores de A;[n] vs Ap|n]
@ Constelaciones mas frecuentes
» Constelaciones QAM (Quadrature Amplitude Modulation)

* M = 2" simbolos, con m par

* Simbolos en una reticula cuadrada (2"/% x 2™/2 niveles)
- Af[n] y Ap[n] usan constelaciones PAM banda base
- Asignacién binaria, codificacion, y reglas de decision independientes en cada componente

_2M-1)

E; 3

» Constelaciones QAM en cruz
* M = 2" simbolos, con m impar

* Simbolos en una rejilla cuadrada no completa
- Asignacién binaria, cofificacién y reglas de decisién no son independientes

2 (31
B—(5M-1)
3\32

y

» Constelaciones PSK (Phase Shift Keying)
* Simbolos equiespaciados sobre un circulo (radio /E;)
- Energia constante para todos los simbolos |Es = |A[x]|*

Universic idad
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Constelaciones QAM

Im{Aln]}

o [ ] L]

® e
@ @

4-QAM
(2-PAM) x (2-PAM)

Universic idad
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Im{A[n]}

PAM paso banda 135/168

Im{A[n]} d o
° e ~ o ° o o
o e

° e ~ o °
o e
} } } } t
° e - o oRe{Aln]} 1 ¢ @
o e
° e +— o ° o o
o e

16-QAM

(4-PAM) x (4-PAM)

UC3M Comunicaciones Digitales

]
(]
o
o
o
o

64-QAM
(8-PAM) x (8-PAM)

®
12

* Re{Aln}
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Codificacion Gray QAM

0001 0101 1101 1001
[ J [ J ([ J [ J
0000 0100 1100 1000
[ J [ J [ J [ J
0010 0110 1110 1010
10 ° [ ° °
0011 0111 1111 1011
11 ) [) L) °
00 01 11 10
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Constelaciones QAM en cruz

Im{amn} Im{A[n} Im{A[n}
e o 0 o|o 0o o0
[ ] [ ] ] L[] L[]
e o o o|o 0o 00
e e 0 0 0 0f0 000 00
¢ & o0 o o e e 0 0 0 0f0 000 0
° L] e o 0 0 0 0/0 00 0 0 0
. N ¢ & o0 o o e o 0 0 0 0(0 000 00
e hd IR
° ° Re{Aln] } o o b b b b Re{Aln] } e o 0 0 0 0fe 0 00 00 Refan}
e e 0 0 0 0f0 000 00
¢ & oo o o e o 0 0 0 0f0 000 0
e o o o|e o 00
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
e o o o|e o 00

Constelaciones 8-QAM, 32-QAM y 128-QAM
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Constelacion PSK (Phase shift keying)

@ Constelacion PSK

Al = VE &

» Moddulo constante
» La informacion esta en la fase del simbolo

@ Forma de onda para modulaciones con constelaciones PSK

x(t) = \/TEsRe Zg(t — I’lT) ei(wcl+go[n])
— \/TEsZg(t — nT) cos(w,.t + p[n))

Constelaciones PSK

Im{amn}

UC3M Comunicaciones Digitales

Im{A[n}

» Saltos de fase en las transiciones entre simbolos

Im{A[n}

PAM paso banda 139/168
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Codificacion Gray PSK

PAM paso banda 141/168

Re{A[n
° {am}

Im{A[n]}
¢ 000
100 @ e 001
101 011
@ @
Re{Aln]}
111 @ ® 010
110 ®
uesm ‘ :C°'M'°§"j Marcelino Lézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales
Otras constelaciones
Zn{all} n{ai}
o o
°
° e o |0 o
L4 ) ) ° ° )
® — e 9o o lo—0o o
° Retabi} o o o o o
° e o |0 o
°
o o

Constelaciones 1-7-AM-PM y 32-hexagonal

Universic idad
ucdm ‘ Carlosll -m . 2
de Madrid @ rmrmes Marcelino Lazaro, 2025

UC3M Comunicaciones Digitales

PAM paso banda 142/168



Espectro de modulaciones PAM paso banda
@ Condiciones para cicloestacionariedad de x(¢):
E [Alk + m] A[k]] = 0, para todo k,m,m # 0

» Condiciones para constelaciones QAM
* Secuencias de simbolos A;[n] y Ap[n] son mutuamente independientes
» Funciones de autocorrelacion idénticas para A;[n] y Ag[n]

» Condiciones para constelaciones PSK
* Valores de ¢[n| son independientes

@ Bajo ciclostationariedad la densidad espectral de potencia es

Svt) = 1500 ) + 55 (—i + )|

%wm:%&@W)WWW]

o dag\liTA: Aln] es una secuencia compleja en una PAM paso banda
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Espectro de modulaciones PAM paso banda (ll)
@ Para secuencias de simbolos blancas: S, (e) = E;

ssti) = 2t

» G(jw) es reponsable de la forma del espectro
* Ss(jw) es real y simétrica

&WGZ%%DQM—WMAH@W+WMﬂ’

@ Ejemplo usando filtros de la familia del coseno alzado

Weg = F(1+a) SS(]WW)/eq W= 27“(1+a) rad/s Sx ()

Beq:’gx(ua)/— B=Ry(1+a)Hz W =2Weq
w / } \ / } \ w
—we

T Al ‘ T I hl
_qu Weq We — Weq we We+ Weq
* Ancho de banda paso banda, W, es el doble que el equivalente en banda base W,,

* Misma eficiencia espectral: se transmiten dos secuencias simultdneamente
veom | Caicll (YOO Marcelino Lazaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM paso banda 144/168



Potencia transmitida

@ La potencia media transmitida es

1 [ i
Py = ﬂ/—ooSXOW) dw

@ Sila secuencia Aln] es blanca

: Ey .
Sa(€¥) =E;,  Ss(w) = T |G(jw)|?
» Potencia para una secuencia blanca
E, 1 E,
Py=2 = |G@w>| == xs{ga)}]

* Para filtros normalizados (con energia unidad)

E
PX:?S:ESXRSWattS’

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Demodulador PAM paso banda

@ Demodulacion y filtrado en banda base puede ser utilizada
» Notacidén compleja (arriba) e implementacion por componentes (abajo)

W) o ) ey 4 r qln]
\/§ e Jwet t=nT
V2 cos(wet)
ri(1) ——— @) qi[n]
) f()
(1) Re{q(n]}
ro(t) (W qo(t) qo(n]
L Tm{al)
—v/2sen(w,t) t = nT

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Demodulador equivalente (alternativo)

@ Senal antes del muestreador (utilizando notacién compleja)
4= (50) V2 ) 1)

@ Expresion de la convolucion

ot = V2 [ T = 1) 0T f(ry dr

e—Jwet gjweT

@ Reordenando términos, se obtiene un esquema de demodulacién alternativo

(o.9]

g(t) = V2 e/t / y(t —7) f(7) T dr

— 00

[a(t) = V2 e (3(0) % (£(r) 7)) |

Filtrado paso banda y luego demodulacion

aaaaaaaaaaa
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Demodulador equivalente (ll)

A

y(1) ) o @ q(1) r qln] @ﬂ

\/i e_jwc't [ = I’LT

—v/2sen(w,t)

q(t) q1[n]

Re {f(1) &'}

y(1)

DECISOR —

V2 cos(wet)

Im{f(r) &“'}

V2 sen(w,t)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Caracteristicas de ruido en el receptor

n(t) Tire o o) ) r z[n]

e Jwet t=nT

@ Algunas definiciones:

£(t) = V2 £ (1) €, Fe(jw) = V2 F(jw — jwe)

@ Propiedades:
@ z(r) es estacionario si /(¢) es circularmente simétrico

NOTA: Un proceso complejo X(r) es circularmente simétrico si las partes real e imaginaria, X, () y X; (), son conjuntamente estacionarios, y sus

correlaciones cumplen
Rx, (7) = Rx;(7), Rx, x;(7) = —Rx; x,(T)

©Q /() es circularmente simetrico si w. es mayor que el ancho de banda del filtro
fe(1) (sistema de banda estrecha)

Se(jw) =2 Sa(jw) [F(jw — jorc)|?

Universi idad
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Senal de ruido z(¢) en el receptor

[20) = () +J 2(1)

@ z(¢) es circularmente simétrico y su densidad espectral de potencia es

S.(jw) = 2 S,(jw +jwe) |F(jw)|’

» Si el proceso es simétrico, sus partes real e imaginaria, z;(7) y zo(1), tienen la
misma varianza y son independientes para cualquier instante ¢
» In general, z;(#;) and zp(t2), for t; # t, are not independent
» Si el espectro es hermitico, S;(jw) = Si(—jw), z1(t1) Y zp(t2), para t; # t, son
también independientes
* Si n(t) es blanco, esto se cumple si f(¢) es real

Universi idad
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Secuencia de ruido discreto z[n| en el receptor

|2ln] = zi[n] + zoln] |

@ z[n] es circularmente simétrico

” 2 W we 2Tk w27k
@) =7 28 (5005 -7 ) [P (7 F)
k

Para ruido blanco n(r) {Sn(jw) = % =S, () = No % Z ‘F (f_" _j@>
k

El ruido muestreado z[n| puede ser blanco
» Ocurre si la funcion de ambigiiedad de f (), r(t) = f () x f*(—t), cumple las
condiciones del criterio de Nyquist a tasa de simbolo

(8.0w) = No x € {£(1)} ]

* zi[n] y zp[n] son independientes para cada instante n
* zilni] ¥y zg[n2], para ny # ny, son independentes

SZ[(jw) = ZQ(jW) = % X E{f(z)}]

Universi idad
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Varianza y distribucion de z[]
@ La varianza del ruido complejo es

1 (7 i
o2 = > WSZ (¢*) dw
@ Sin(r) es blanco, con S, (jw) = No/2 W/Hz, y si r¢(r) es normalizado y cumple las
condiciones del criterio de Nyquist a R; (T)

N
)

@ Si el ruido es circularmente simétrico

> Partes reales e imaginaria (z;[n] y zg[n]) son independientes y ambas tienen varianza Ny /2
» Funcién densidad de probabilidad

NOTA: recuerde que z[n] = z;[n] + j zg[n]

12
Iz|
No

1
f2(z) = ——e
(@)= — N
NOTA: Si el filtro receptor no esta normalizado, la varianza se multiplica por £ {f () }
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Canal discreto equivalente
@ Senal muestreada a la salida del filtro receptor

qln] = q(t)|,_,; = a(nT), conq(t) = > Aln] p(t — nT) + (1)

@ Canal discreto equivalente paso banda:
pln] = p(1)],_,; = p(nT)] (gln] = Aln] * p[n] + 2[n])

@ Definicion del canal complejo equivalente en banda base, A, (1)

[heq(t):e—fwvf ht) B Hey(w) = H(jw + jwc)]

Comportamiento del canal en torno a la frecuencia w. se traslada a banda base

@ Respuesta conjunta transmisor-canal-receptor

p(t) = g() < heg()) x (1) B P(jw) = G(jw) Heq(jw) F(jw) ’

ddddddddddd
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Canal complejo equivalente en banda base

Aln] s(1) x(1) ¥(1) (1) q(1) qln]
S hr) O— 1) —
— L0} —0—Q

\/E elwet }’l(l) \/E eJwet t=nT
Ss(jw) , / | \ .
—We _% _i_% +we
Sx(jw) (notacion compleja) . | . / . \
—We _% _i_% “+we
) w
—We “+we
Sr(jw) ) D | | Ss(jw) X |Heq(iw)|2
—We _% +% +wc
|F(jw)|* : Vi | \ ,
—We _% _|_K “+we

uuuuuuuuuuu
uedm , Seriosl! @ Marcelino Lazaro, 2025
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Canal complejo equivalente en banda base (ll)

Aln s X . )
[n] (1) @ (1) "o q_NY(I) @ (1) o q(0) ﬂ)
f i

T

V2 ewet n(t) /2 e—Jwet t=n
—We Fwe
w
Al ) s 0 e gl
g(1) heq(t) + f(@)
T
Neg(1) t=nT
/\ |Heq(jw)| = |H(.]w+]w6)‘
aaaaaaaaaaa —Wec N w ? +we
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Canales discretos equivalentes - PAM banda base y paso banda

@ Identificacion de PAM banda base y paso banda

» Simbolos A[n]

» Canal discreto equivalente p[n]
» Ruido discreto z[n]

* Son reales en PAM banda base
* Son complejos en PAM paso banda

ddddddddddd
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ISI: Constelacion extendida

(o] O -+ O o (o] O -+ O o
LRI
L)

o o - e O o O T oo o (¢]
LR

I I ! I I I ! I

T T T T T T T T

(¢] O -+ O O (¢] o -+ O O

O o —+ ©O (e] O o —+ ©O O

@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 1)
pln] = d[n] +a dn— 1], oln] =Aln] +aAln —1]

» Transmision de un simbolo en Aln]
* En el receptor se observa una constelacion extendida alrededor de dicho simbolo (un punto en cada
instante que dependera del valor del simbolo anterior (M posibilidades))
_— * Habra luego que anadir el efecto del ruido
el Marcelino Lézaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM paso banda 157/168

ISI: Constelacion extendida (Il)

@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 1)
pln] = d[n] +a o[n — 1], oln] =Aln] +aAn — 1]

> Siaumenta a los puntos de la constelacion extendida para cada simbolo se separan mas de este
» Siaumenta la memoria de p[n] el tamario de la constelacién aumenta exponencialmente

MX» posibles valores por cada simbolo

Universi idad
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ISI: Constelacion extendida (lll)

o o o o
O o -+ O O O O O O
LJ LJ LJ LJ
® ©. 000 0.0 0 0 0
o o ° o
LJ L] L] L]
® ®©0(0 0 00|00 0
L] L] o o
[e] o + e O [e] e} O O
LJ LJ L] L]
® ®©0(0 0 0 0|00 0
1 1 1 1 L L L L
T T T T PY ° ° °
® 0 0|00 00 0 0 0
o o o o
[¢] o -+ O O [¢] [¢] O O
L] o o o
O o —+ ©O (e] O O o} O

@ Ejemplo de ISI (memoria de p[n], K, = 2)
pln] =d[n] +adn— 1]+ b o[n — 2]
oln| =Aln]+aAn—1]+bAn — 2]

» Siaumenta la memoria de p[n] el tamario de la constelacién aumenta exponencialmente

M*¥» posibles valores por cada simbolo
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Diagrama de dispersion
@ Herramienta de monitorizacidn para sistemas paso banda
» Representacion de Re(q[n]) versus Zm(q[n])
» Ideal: debe aparecer la constelacion transmitida
> Pe&mite visualizar el nivel de ruido, r12ivel de ISI, errores de sincronismo, etc.

1.5¢ 1.5/ .
§ . R a
1 0 * 1+ %0 . 7
%0.5- Iy ] %0_5- o s“§
S0 S0} _
£-0.% 1 §-0.5 , |
U = ' S =Y

Re{q([n])}

pln] = 4[n]

Marcelino Lazaro, 2025

215-1-050 05 1 1.5 2

Re{q([n])}

pln] = d[n] — 0,256[n — 1]

UC3M Comunicaciones Digitales
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Revision - Producto con una sinusoide

@ Multiplicar por una sinusoide de frecuencia w,. genera, espectralmente, dos réplicas del espectro de la sefial,
desplazadas +w,

x(1) = m(1) x cos(wet) & X(jw) = %M(jw — jwe) + %M(/‘w + jwe)

. . 1 1
Densidad espectral de potencia: Sy (jw) = ZSM(jw — jwe) + ZSM(jw + jwe)
Am

An
— J[z —\
—We “+we w
l ‘ J -
Universidad p— w w
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Analisis de la modulacion / demodulacion

@ Digrama de bloques de transmisor y receptor

V2 cos(wet) V2 cos(we)
ri(1) q1(t) q1[n]
f() —
(1)
ro(t) q0(1) qoln]
f(@) —
—v/2sen(wet) t=nT

V2 sen(wet)

@ Transmisor: modula dos senales en banda base con portadoras ortogonales

@ Receptor: demodula cada componente y filtra con f(¢)

» Filtro receptor f(r) con respuesta banda base (paso bajo)
» Configuracion tipica: filtro en raiz de coseno alzado

Universidad
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Analisis de la modulacion / demodulacion (ll)
@ La senal recibida sin distorsion (sefal modulada) tiene la forma

y(t) = A cos(w.t) + B sen(w,t)
@ En el receptor, la senal se procesa dividiéndola en dos componentes
qi(t) = filtrar [A cos(w.t) + B sen(w,t)] x cos(w.t)
qo(t) =filtrar [A cos(w.t) + B sen(wt)] x sen(w.t)
@ Identidades trigonométricas y eliminacion (filtrado) de términos paso banda
X 2
+ 5 cos(2wet)

2
~—~ N’ . X .
Deseado  Paso banda en 2w, X Sln(wct) COS(WCI) = 5 Sln(zw(:f)
—_——

Paso banda en 2w,

X cos(wet) cos(wet) =

X X
X sin(wet) sin(wet) = 5 T 5 cos(2wet)
~— [ —
Deseado Paso banda en 2w,
0 +w, +2w, w

—2wc —We
PAM paso banda 163/168
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Analisis de la modulacion / demodulacion (lll)

@ El producto de dos portadoras permite recuperar las senales banda base transmitidas

> Productos cos(wt) x cos(wct) 0 sen(wct) X sen(w,t) introducen un factor %
* Los factores v/2 se introducen en transmisor y receptor para compensarlo

> La notacién compleja equivalente falla al representar esta atenuacion
* Hay que tenerlo en cuenta cuando se usa la representacion

Demodulador Efecto conjunto (para p[n])

Modulador
0 % 0 0 % 0 0 ? o,
\/E ol (wet+67) \/E e—J(wet+0R) /(0T —0R)

@ Receptores no coherentes (no sincronos)
» Receptor cuyo demodulador tiene portadoras con fase diferente a la fase de las portadoras del modulador

> Produce como efecto una rotacion en la constelacion recibida
» Un receptor coherente necesita recuperar la fase de la sefal recibida (con un PLL)

* Coste adicional del PLL (Phase Locked Loop)
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Sinusoides con distintas fase o frecuencia

Portadoras con misma frecuencia y desfase de 20°

Portadoras con misma frecuencia y desfase de 45°

Portadoras con frecuencias distintas: desfase “variable”

Universidad
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Tasa de transmision binaria (R, bits/s)

@ La tasa binaria se obtiene a partir de bits/s

» Tasa de simbolo: R, baudios (simbolos/s)
» Numero de bits por simbolo de la constelacion: m
M: nimero de simbolos de la constelacion
@ Limitacion en la maxima tasa binaria alcanzable
» Limitacion sobre R;: ancho de banda disponible (B Hz)
Utilizando filtros de la familia coseno alzado
BANDA BASE  PASO BANDA

— 2B — B
Rsjmax = 134 Rjmax = Tia

» Limitacién en el nimero de simbolos M (y por tanto en m)
* Limitacion en potencia: limita la energia media por simbolo E; = E [|A[n]|2]

- Esto limita el maximo modulo de los puntos de la constelacion
* Las prestaciones requeridas limitan la minima distancia entre simbolos

dmin
P.~kQ
‘ <2\/N0 /2)
* E;y P, determinan una densidad maxima para la constelacién

Universidad
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Densidad de las constelaciones - Ejemplo - QAM

4-QAM (2 bits) 16-QAM (4 bits)
[ ) [ ] [ ] [ ] [ ) [ ]
01 11 0011 0111|1111 1011
[ ] [ [ ] [ ]
0011 O111 (1111 1011
[ ] [ ] [ ) [ ]
0001 0101|1101 1001
[ ) [ ] [ ] [ [ ) [ ]
00 10 0000 010011100 1000
64-QAM (8 bits) 256-QAM (16 bits)
® 6 o o o6 o o o 00000O0OOGOOGOOOS
e 6 o o o0 o o o
® 6 o o 0 o o o
e 6 o o o o o o
e 6 o o o0 o o o
e 6 o o o o o o
e 6 o o o o o o [ X X )
0000000000000 0O0COC
s " e 6 o o | o o o o 00000000 000COCOCOOS
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Densidad de las constelaciones - Ejemplo - QAM

@ Aumento del tamano de la constelacion (M simbolos):
» Aumento en la tasa binaria
* Aumenta el niumero de bits por simbolo m = log, M
» Reduccion de prestaciones para una E; dada
* Reduccion de la distancia entre puntos de la constelacion

Ejemplo para constelaciones M-QAM
M (simbolos)  m (bits/simbolo) | E con niveles normalizados (dyin = 2) | dmin cON E; = 2

4 2 2 )

16 4 10 0,8944

64 8 42 0,4364

256 16 170 0,2169
4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM

. +1 ° 1 e o o o e o o o EEEEEEE:""'OOO

} ' T ' ; . o: e eo|e o :o . EEEEEE..

—1 +1 o . R . e o o o e o o o ::::::

ST 1 N ST EE

Universi idad
voom | el (@O \parcelino Lizaro, 2025 UC3M Comunicaciones Digitales PAM paso banda 1687168



