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Variable aleatoria (Real)

Funcidn que asigna un valor numérico (real) a la salida de un experimento aleatorio

Q=R

AeQ—=X(\)ER ‘

X(\2) X(A1) X(A3) X(Mg) R

@ Rangode X: Rangoy = {x e R:3IX € Q, X(\) =x}

» V.a. discreta: rango formado por conjunto discreto de valores
» V.a. continua: rango continuo de valores

@ Descripcion (probabilistica):
> Funcion de distribucion: (Fx(x))
> Funcion densidad de probabilidad:
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Funcion de distribucion

@ Definicidon

[mwzpmg@]

@ Interpretacion frecuencial (probabilistica)

‘Fx(x) — PX = )= lim =

n—oo Nn

n : numero de realizaciones de la variable aleatoria X
n, : numero de resultados en las n realizaciones con X < x

Fx(x) Fx(x)
1 — 1
0,833 — 0,8
0,666 — 0.6
0,5 — ’
0,333 — 04
0,166 { —— 0,2
— A+ x
1 2 3 4 5 6 -3 -2-10 1 2 3
weom | S5 (a) Discreta (Dado) (b) Continua (Gausiana: A/(0, 1))
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Realizaciones de una variable aleatoria Gausiana
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Estima de la funcion de distribucion (Gausiana)

Fx(x)
1T

08 1
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Realizaciones de una variable aleatoria uniforme
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Estima de la funcion de distribucion (Uniforme)

Fx(x)

0,8 4
0,6 +
04 -+

0,2 +

Uniforme: U(—1, 1)
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Propiedades de la funcion de distribucion

o (0 < Fx(x) < 1)

Q (x1 <x = Fx(x1) < Fx(x2)]  ((Fx(x) es no decreciente))
Q (Fx(=00) =0y Fx(00) = 1] (([Tim () =0, lim Fx(x) = 1)
Q (FX )] ((Fx(x) es continua por Ia derecha))
Q (Fx(b) = P(a < X < b))

Pla < X < b) = Fx(b) — Fx(a")
P(a <X< b) = Fx(b_) = Fx(a)
Pla <X < b) = Fx(b™) — Fx(a)

Q (P(X = a) = Fx(a) — Fx(a))
Q@ PX>x)=1- FX(x)j

aaaaaaaaaaa
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Funcion densidad de probabilidad

@ Definicidon

d

Jx(x) = an(x)

» V.a. discreta: puntos de masa p; = P(X = x;)
» Notacion v.a. discreta: px(x;) = p;

@ Interpretacion frecuencial (probabilistica)

Px<X<x+A,)

n : nimero de realizaciones de la variable aleatoria X
ny : nUmero de resultados en las n realizaciones con x < X < x + A,

uuuuuuuuuuu
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Interpretacion de la funcidon densidad de probabilidad

@ La f.d.p. indica como se distribuyen los valores que toma una variable

aleatoria

» Rangos donde fx(x) toma valores elevados indican una probabilidad alta de
que la variable aleatoria tome valores en ese rango
» Permite el calculo de probabilidades sobre los posibles valores de una variable

aleatoria

@ Una f.d.p. se puede interpretar como un histograma llevado al limite

@ A continuacién se muestran varios ejemplos

» Variable aleatoria uniforme
» Variable aleatoria gausiana
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Realizaciones de una variable aleatoria Gausiana
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Histograma de 10000 realizaciones de una variable aleatoria Gausiana

4
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacién Variable Aleatoria 13/109
Realizaciones de una variable aleatoria Uniforme
1 T T T T hd
[ ) [}
° o . °° 23 24
. . v . . 20
076 Y ° Y . )
° o . o o°
L4 °
° o %o ° ° °
oo ° e
0,2 e . . . . O -1 -0,6-0202 06 1
° [} e 009
® e ° ° q
_072 [ ] [ ] ° 'Y
e o ° o ° .
° o o o o
[ ) ° Y °
—0,6 ° e o * ° °
° ° ° °
° ° ° ® o o e ©
-1 M ® | | | |
0 20 40 60 80 100 —1 —0,6-0202 0,6 1
Realizacién
voom | iesll (@O \farcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién Variable Aleatoria 14/109



Histograma de 10000 realizaciones de una variable aleatoria Uniforme
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Propiedades de fy(x)

o
o /_fo(m dx = 1|
=

o fx(x) dx:P(a<X§b)|

a

© En general, {P(X €A) = /Afx(x) dx]

o

R = [ ifx(u) d
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Variable aleatoria de Bernoulli

@ Variable aleatoria discreta con Rango, = {0, 1}
@ Parametro:p =P(X = 1)

I—p, x=0

fx(x) = p, x=1
0, en otro caso

1¥p I

X
0
@ Ejemplos de aplicacién en comunicaciones
» Generador de datos binario
» Modelo de errores
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Variable aleatoria Binomial

@ Numero de 1’s en n experimentos de Bernoulli (indep.)
» Parametros: n, p
* n: numero de experimentos de Bernouilli
* p: probabilidad de “1” en cada experimento

o RangOX:{())l,,n}
fx(x):{ (P (L=p™ 0<x<nyxeZ

0, en otro caso

Ejemplo: n =5, p = 0,25

0,3955
0,2373 0,2637

T T T 0.9879 60,0146 0,0010
®
! ! ! ! ® ®

0 1 2 3 4 5
@ Ejemplo de aplicacién en comunicaciones

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Coeficientes Binomiales - Triangulo de Pascal

n\ n!

n=0 ! (k) — K(n—k)!

n=1 1 1

n=2 1 2 1 para0 <k <n

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==~6 1 6 15 20 15 6 1

n=7"17 1 7 21 35 35 21 7 1

n=3_8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

n=29 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
n=10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

n=11 I 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
n—12/1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
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Variable aleatoria uniforme

@ Variable aleatoria continua de parametros ay b
» Notacion: U(a, b)
» Dominio: Dx = (a, D)

fx(x) = U(a, b)

Felx) = 7 a<x<b b—a
e (x) =
0, en otro caso

@ Ejemplo aplicacién en comunicaciones
» Fase aleatoria en una sinusoide: v.a. uniforme entre 0 y 2«
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Variable aleatoria gausiana (normal)

@ Parametros: media (1), y varianza (o)
» Notacion: N'(u, o?)
» Dominio: Dxy = R

1
V270

(—p)?
_ 1 =52

‘fX(x) T 2wo © g |

! X
7!
@ Ejemplo de aplicacion en comunicaciones
» Modelado del ruido térmico
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Funcion Q(x)

@ Funcidn tabulada calculada numéricamente relacionada con la integral de una distribucion
gausiana

@ Definicién: probabilidad de que una variable aleatoria gausiana de media nula y varianza
unidad tome valores mayores que su argumento

[SiXNN(O,l)—>fX(x):/\/'(0,1): ! e_%—>Q(x):P(X>x)J

V2m
o0 400 1 2
‘Q(x) = fx(z) dz = / \/ge_T dz

@ Interpretacion grafica
» Sélo se tabula parax >0
» Para x < 0, dada la simetria de fx(x): Q(—x) = 1 — Q(x)

N(0,1) x>0

o 55T (S 0 * Y p=0
R B Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion Variable Aleatoria 22/109



Funcidén Q(x) - Propiedades

@ Relacién con la funcién de distribucién de una v.a. gausiana (con
=0 2 _ 1
p=0,0"=1)

XNN(O,I)%FX(x):P(XSx):/x \/12_6’_% dt}

» Funcién Q(x)

Q) = 1 Fx(v) |

@ Algunas propiedades de la funcion Q(x)
> (Q(x) =1-0()

- e0=3
ESED

00) =
> (Q(o0) =0
> Q) = 1)
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Integrales sobre distribuciones gausianas N (y, 0?)

@ Sila distribucion gausiana tiene media  y varianza o?

P(X>x):Q(x;'u)J

@ Interpretacion grafica (considerando definicion y simetria)

024 =0(5
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Integrales sobre A/ (i, o) en intervalos

@ En general se pueden escribir como sumas o diferencias de diferentes términos
involucrando integrales desde un punto a +oo, que ya hemos visto como se obtienen
utilizando la funcion Q(x)

@ Un ejemplo ilustrativo

N(p,0?)

X1 M X2

Il
[—
[—
|
Q
—~
Q>
SN—
.
|
—
-
—~
SIS
SN—
—

.];:2 N(:u’ 02) = j;])o N(/J7O-2) - .f;;o N(:u’ 02)

K X2

dddddddddd
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Funciones de una variable aleatoria

@ Una funcion Y = g(X) de una v. a. es una variable aleatoria.
@ Funcion de distribucion

(Fy(y) = P(Y <) = P(g(X) <)

Fy(y) = P(x € Bx(y)), Bx(y) ={x € R: g(x) <y}
@ Funcién densidad de probabilidad

» {x;}: raices de la ecuacion y = g(x)
» ¢'(x): derivada de la funcion g(x)
» Condiciones: numero finito de raices, N, y g(x;) # 0 Vx;

dddddddddd
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Momentos estadisticos

@ Valor esperado (media, 0 esperanza matematica)

my = E[X] = /_O;xfx(x) dx

@ Valor esperado de una funcion de X (g(X))

Blex) = [ " g(0) fulx) dx

W: | v de

(0)2( =E[(X —my)?] = /_00 (x — my)? fx(x) dx]

@ Momento de orden n

@ Varianza

NOTA: [a§ —E [(x - mxﬂ — E[X?] — (E[X])? = E[X?] — (mX)2]

ddddddddddd
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Propiedades de los momentos

Considerando las variables aleatorias X e Y, y una constante ¢
® (E[X + Y] = E[X] + E[Y] = my + my) (Operador lineal)
® (E[c X] = c E[X])

[E[X + ] = E[X] + ¢

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Variables aleatorias multidimensionales

@ Se puede trabajar de forma conjunta con dos variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio muestral 2

@ Modelado probabilistico conjunto
» Funcién de distribucion conjunta

[Fxy(xy) =P(X <xY <y)|

» Funcion densidad de probabilidad conjunta
2
Sry(x,y) = axayFX,Y(xay)

ddddddddddd
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Propiedades de Fy y(x,y) ¥ fx.r(x,y)
® (Fx(x) = Fxy(x,00))
(*) (Fy(y) = FX,Y<Oan)}

@ Ifx(x) = /_OOfX,Y(xa y) dy

oﬁmz[ﬂmmww

° / / Jxy(x,y) dxdy = 1|

ommnem:/[xxmwwmw

X
@ Fxy(x,y) :/ / fxy(u,v) du dv

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Funciones de variables aleatorias
@ Funciones de variables aleatorias: (Z =g(X,Y), W = h(X,Y))

{ Z=g(X,Y)
W = h(X,Y)

@ Funcion de distribucion conjunta, Fzw(z, w)

[Fzyw(z, w)=P(Z<z;W<w)=P ((x, y) € Bff”hy(z, w))J

B (z,w) = {(x,y) € R* : g(x,y) < z,h(x,y) < w}
@ Funcién densidad de probabilidad conjunta

fx Y x, y, azgfay) azgx,y)
fZ w Z; Z |deU x”yl)l J(x7 y) — Ow(x,y) aw()}é’y)

Oox oy

» {x;,y:}: raices del sistema de ecuaciones z = g(x,y),w = h(x,y)
» Numero finito de raices y determinante no nulo para todas ellas

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Funcion densidad de probabilidad condicional

@ Significado de una probabilidad condicional
» El conocimiento del valor de una variable puede modificar la distribucion de
probabilidades (a priori) de la otra

fx,r(x,y)
frix(ylx) = { o Jx(x) #0

0, en otro caso

» En general, puede ocurrir que fyx (y|x) # fr ()
@ Definicidn de independencia estadistica:

FrxO) =) |
v (ely) = fe (o) |
» Implicacion: para variables aleatorias independientes

for(6,y) =fx(x) fr () |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Momentos estadisticos

@ Valor esperado de una funcion g(X,Y)

‘E[g(X, Y)] = /oo /Oo 8(x,y) fxy(x,y) dx dy

oo J OO

@ Casos particulares
» Correlacion: (g(X,Y) =X Y]
» Covarianza: (g(X,Y) = (X —my) (Y — my))

@ Implicacion de independencia: si g(X,Y) = g1(X) g2(Y)

(Els1(X) g2(1)] = Els1(X)] Elga(¥)])

NOTA: Soélo bajo independencia entre X e Y !!!!

ddddddddddd
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Incorrelacion

@ Coeficiente de correlaciéon

> Si (pxy = 0]: (v.a’s incorreladas)

* Independencia implica incorrelacién
* Incorrelacion no implica independencia

» Si (pxy = +1): (relacion lineal Y = aX + b)

‘pX7y:+1—>a>0; pxy =—1—a<0

@ Incorrelacion solo implica independencia para variables aleatorias
conjuntamente gausianas

» NOTA: Salvo este caso, en general, incorrelacién no implica independencia !!!

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Variables aleatorias conjuntamente gausianas

@ Dos variables, X, Y: caracterizadas por una f.d.p. conjunta gausiana
» Gaussiana 2-D

1 - 1 — p2
fxyxy) = ——————e a=¢
2roxoy\/ 1 — p?

20')2( 20'%, oxoy

1 ((x —ux)? (- M)Zi plx — px)(y — uy))]

@ Para n variables aleatorias X = X;,X5,...,X,
» Variables con una f.d.p. conjunta gaussiana n-D

1
1 —=(x—p)C " (x—p)"

fx(xl,XQ, ... ,Xn) = ——¢ 2
/(2m)"det(C)

» Vector de medias: (y = [p1, f2, - . - ,;Ln]T]
* Matriz de covarianzas: C, dada por

(Ciu' = Cov(X:, X;) = pij o Uj]

Universi idad
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Propiedades de v.a.'s conjuntamente gausianas

@ Completamente caracterizadas por p y C (estadisticos de 2° orden)

@ Sin variables aleatorias son conjuntamente gausianas, cualquier subconjunto también esta
distribuido de forma conjuntamente gausiana.
» En particular, todas las variables individuales son gausianas
@ Cualquier subconjunto de v.a. conjuntamente gausianas, condicionadas a otro subconjunto
de las mismas v.a. conjuntamente gausianas originales, tiene una distribucion
conjuntamente gausiana
> Los parametros de la Gausiana del subconjunto pueden variar
@ Cualquier conjunto de combinaciones lineales de (X, X, ..., X,) es conjuntamente
gausiano.

» En particular, individualmente cualquier combinacién lineal Y; es gausiana

@ Dos variables incorreladas son independientes
» Para variables conjuntamente gausianas, independencia es equivalente a incorrelacion

@ Silas variables estan incorreladas, p;; = 0 Vi # j
» C es una matriz diagonal

Universi idad
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Suma de variables aleatorias
@ Ley de los grandes numeros (débil): Si (X;,X>,...,X,) estan incorreladas y todas
tienen la misma media my y varianza a§ < 00, independientemente de su
distribucion, para cualquier € > 0,

. 1< ,
S'Y:ZEX“ lim P(|Y —my| > ) =0
1=

@ Teorema del limite central: Si (X}, X, ..., X,) son independientes con medias

my,my, ..., my,, yvarianzas o7,03, ...,02, entonces la distribucion de
1 “ X,' — m;
Y=—
\/ﬁ Z (oF}
i=1
converge a una distribucion gausiana de media 0 y varianza 1
|
fY(y): e 2 :N(Oal)
V2T
et CE Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion Variable Aleatoria 37/109

Suma de variables aleatorias (ll)

@ Caso particular: variables independientes e idénticamente distribuidas
(i.i.d.), es decir, que todas tengan la misma distribucion con la misma media
m Yy la misma varianza o?; el promedio

1 n
Yzﬁigxi,

converge a una distribucion

‘ 2

o
YNN(’"??)

» Esto es asi aunque las distribuciéon de cada X; no sea gausiana
@ Recordatorio: condiciones a satisfacer

» Ley de los grandes numeros (débil): incorrelacion
» Teorema del limite central: independencia

Universi idad
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Realizaciones 1 variable aleatoria gausiana

@ Variable aleatoria gausiana: media my = 1, varianza oy = 1
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: % . . °
2 v ) hd = ° Ld A
o ‘Q ° o
1 ..' : < : ®e .. ° o set .0 ®e
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Realization
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3

Promedio de 2 variables aleatorias gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza o3 = 1

4 T T T T
3
2 ..‘. ’..".." *. “~’ ... )
0k . - . .. — ° - - : .".
—1 °
-2
-3
—4 1 1 | 1
0 20 40 60 80 100 —4 -3 —2 -1 0
Realizacién
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Promedio de 5 v. a. gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza oy = 1

4 T T T T
3
2 0 ° N u
lo ® e o e Lo ° . |
ee % Foete ene’n.t o, °
1 .O . L L M) .~. 0‘ .. - .
. . L ,o‘.o e LY o ® P, .
0 . o ® e . 04 ° o g0 .‘
—1
-2
-3
4 | | | |
0 20 40 60 80 100 —4 -3 —2 —1 0
Realizacion
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Promedio de 10 v. a. gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza o3 = 1

1
Histograma (150000 realizaciones)
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Realizacién Histograma (150000 realizaciones)
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Promedio de 25 v. a. gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza oy = 1

4 T T T T
3
2
1 oo, ° o .’“\ e %" o :.o-..“'
.‘,0‘-00,."". 0:’0 0 ..'0 LA
0
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Promedio de 50 v. a. gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza o3 = 1

N oW

L
. o'

—4 L
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Promedio de 100 v. a. gausianas (realizaciones)

@ Variables aleatorias gausianas: media my = 1, varianza oy = 1

4
3
2

_4 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 -4 -3-2-10 1 2 3 4
Realizacion Histograma (150000 realizaciones)
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Realizaciones de 1 variable aleatoria uniforme

@ Variable aleatoria uniforme entre Oy 2

2 T . T - | T
1,5
1 ; —
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Realizacién Histograma (150000 realizaciones)
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Promedio de 2 variables aleatorias uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.

2 T g T T T
1,5
I ”
%
05 it e
0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 0 0,5 1 1,5 2
Realizacién Histograma (150000 realizaciones)
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Promedio de 5 v. a. uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.

2 T T T T
1,5 :
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Realizacién Histograma (150000 realizaciones)
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Promedio de 10 v. a. uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.

Promedio de 25 v. a. uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.
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Histograma (150000 realizaciones)
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Promedio de 50 v. a. uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.

2 T T T T
1,5
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Promedio de 100 v. a. uniformes (realizaciones)

@ Variables aleatorias uniformes entre 0 y 2.

2 T T T T
1,5
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Procesos aleatorios (reales)

@ Extensién de v.a. incluyendo dependencia temporal
» Variable aleatoria

|)\€Q—>X()\)J

» Proceso aleatorio (en tiempo continuo o en tiempo discreto)
(A€ X(1,\) 0X[n, |

@ Particularizaciones
> (X(t,\i) 0 X[n, \]) : sefial temporal asociada a \; (xi(¢) 0 x;[n])
> (X(#;, A) 0 X[n;, A]) : variable aleatoria (X(\))
> (X(t,-, \j) 0 X[n;, A,-D : realizacion individual de una v.a.

@ Notacion: (X(r) o X[n])

@ Interpretacién: conjunto indexado de variables aleatorias

» Indice continuo (¢ € R): Proceso aleatorio en tiempo continuo
» Indice discreto (n € Z): Proceso aleatorio en tiempo discreto

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Proceso aleatorio X(7, \) = X(¢) - Ejemplo |

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

LA € {1, A2, Az, Mg, As, )\6}J

* \;: hay i puntos en la cara superior del dado
@ Variable aleatoria
» Asignacién habitual: \; =i
> Dominio: (Dx = {1,2,3,4,5,6}]
@ Proceso aleatorio
» Una senal para cada posible resultado del experimento

1
|X(t, Ai) = 5 + sen(wot — 6;)

[con 0, = (i — 1)%]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ parai € {1,2,3,4,5,6}
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Proceso aleatorio X(7, \) = X(¢) - Ejemplo |
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Proceso aleatorio X(¢, \) = X(¢) - Ejemplo Il

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

@ Proceso aleatorio
» Una senal para cada posible resultado del experimento

Universidad
ucdm I Carloslil @@@@
de Madrid AT

Marcelino Lazaro, 2025

(% € (20, 23,06, 35, 26} |

1 1
X(t,\) = 5 sen(wot — 6;) + 5 cos(wot)

2
con 6, = (i — 1)%

parai € {1,2,3,4,5,6}
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Proceso aleatorio X(z, \) = X(¢) - Ejemplo Il

X(1, A1) (s 2)
1t ap
0 /—\ek /’/—G\t
—1 + X(1, A)
0 — T — —
—1 + X(1, A3)
1 X(11, A3)
0 — — .
—1 + X(1, \g)
. % N .
A Lo ~1 ™
il s
SN 2N B N N
1) X(,,:@\_o// \\_4/ \/
1A
. _\ //\\ /\ /’_\e\\ ,
~ \ iy ;56_/ N —
noofn uoon e Is
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Descripcion de un proceso aleatorio

@ Descripcidn analitica

X(1) =£(2,)

— {91, 02, ..
Ecuacién f(z, 9)
Descripcién estadistica de

v

v

., 0,}: vector de n variables aleatorias

@ Descripcidn estadistica
» Completa: vV (1,1, . ..

‘fe(x) :f91,92,...,9n(x17x27 e 7xn)
) ER", Y n
‘fX(tl),X(tz),...,X(tn)(x1>x27 )

» Deorden M:Vn <M,V (t1,t,...,t,) € R

[fX(tl),X(tz),...,X(tn) (x1,2x2, ..

.,xn)]

Universidad
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Esperanzas de los procesos (promedios estadisticos)

@ Media de un proceso aleatorio

{mx(t) _ EX(7)] = /_ e (x)dx]

@ Funcién de autocorrelacion de un proceso aleatorio
(Re(in,2) = EX(1) X(1)]

Rx(t1, 1) = / / X1 X2 fx(n)x() (X1, X2) dx; dxz}

NOTA: Definicion para procesos aleatorios complejos

Rx(t1, 1) = E[X (1)) X*(12)]

Rx(fl, fz) = / / x| X, fx(n),X(tz)(xth) dx; dxz]

aaaaaaaaaaa
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Algunos ejemplos de descripcion

@ Descripcidn analitica

‘X(t) = A cos(wot) + B sen(wyt) ’

» A~ N(0,03)
» B~ N(0,0%)
> Ay B son variables aleatorias independientes: (f1 z(a, b) = fa(a) x fz(b))
@ Descripcidn estadistica (de orden 2)
1 ((x] —1)2 (x+1)?

+
_ ! 1-p)\ 2 2
fX(tl)yx(tz)(xl’XZ) = me

—P(x1—1)(xz+1)>

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplos | y II: media y funciéon de autocorrelacion
@ Ejemplo |

» Funcion de autocorrelacion

1 1
Rx(ll,l‘z) = Z =+ E COS(LU()(tl = tz)) ’

1 1
Rx(t+7,1) = 213 cos(woT)

@ Ejemplo Il
» Media

» Funcidon de autocorrelacion

[Rx(tl, B) = %cos(wo(tl — ) + %cos(wo(tl + tz))J

my(t) = %cos(wot)’

1 1
Rx(t+7,t) = 1 cos(woT) + 1 cos(wo (2t + 7)) ’

uuuuuuuu
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Media y funcion de autocorrelacion: my(z), Rx(t;, 1) - Ej. |

1,5 1 mx(t)
1 L
0,5
0 t
—0,5
=
Hh h
RX(tlatZ)

s Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion Procesos Aleatorios 62/109



Media y funcion de autocorrelacion: my(¢), Rx(t;,1,) = Ej. Il

mx (1)
| H e
~= B -

—1

T T T
Hh N s 13 te 15

RX(tl ’ IZ)

uuuuuuuu
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Estacionariedad y cicloestacionariedad

@ Estacionariedad en sentido estricto: V (¢, 1, ..., t,), Vn, VA

Sx() X(02)o x(0) (K15 X2, - 2 Xy)

:fX(n+A),X(t2+A),...,X(t,,+A) (x17x27 . 7xn)

» Estacionariedad de orden M:

@ Estacionariedad en sentido amplio
@ (mx(r) = mx) (no depende de 1)
Q (Rx(11,12) = Rx(ty — ) = Rx(7)) (definiendo 7 =1, — 1)
También se suele denotar (Rx(r + 7,1) = Rx(7))
@ Cicloestacionariedad
Q (mx(t+T,) = mx(1))
Q (Rx(t+7+7T,,t+T,) =Rx(t+7,1)],paratodo ry

uuuuuuuu
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Funcion de autocorrelacion: Ry(t,,1,) - Ej. |

—2‘1212(’7':0)
— =47 (r=mn)
—_—h=tb+7(T="mn)

h=t+r1

Teoria de la Comunicacién Procesos Aleatorios 65/109

Funcidn de autocorrelacion: Ry(z,, 1) - Ej. Il

—l‘1:t2(7'=0)
—_—t=th+T7 (T="m)
— th=h+7(T="n)

nh=t+r

celino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién Procesos Aleatorios 66/109



Funcidn de autocorrelacion: Rx(z,%,) = Rx(t + 7,1)

@ Ejemplo |

1 Rﬂ 1), Vt
0 < _ < T

@ Ejemplo Il

| Rx(t+T,t) IIZ(IIZ+IIT())
— t=1(t =1+ nTy)

— t:O(t:nT())

‘MW\V\%

—1

Universidad
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Proceso aleatorio X(z, \) = X(¢) - Ejemplo lll

@ Experimento aleatorio: lanzamiento de un dado
» 6 posibles resultados

‘)\ € {1, A2, A3, Mg, As, A} ’

@ Proceso aleatorio
» Una senal para cada posible resultado del experimento

1 1
‘X(l‘,)\l): Z, X(t,)\z):—zy

X(t,\3) =u(t—2) = {1’ S 21

0, sit<?2

t
‘X(t,)\4):1—§’

[ X(t,0s) =™, X(1,\) = sen(mr) |

Universidad
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Proceso aleatorio X(z, \) = X(r) - Ejemplo lll

— X(, M) — X(1, \) — X(1,A3) — X(1, \s) — X(1, A\g)

L mx (1)

0,5 -

0 — N_~ '
—0,5 4+
-1 4+
Universidad
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Autocorrelacion de procesos estacionarios

La funcidén de autocorrelacion de un proceso estacionario X(¢), Rx(7), tiene las
siguientes propiedades:
@ Es una funcion par

[RX(—T) = RX(T)J

@ El maximo en modulo se obtieneen 7 =0
(1Rx(r)] < Rx(0)]

@ Sipara algun T, se cumple Rx(T,) = Rx(0), entonces para todo entero
|Rx(kT,) = Rx(0)

@ Es una funcién semidefinida positiva
+oo +oo
[ / / o(¢) Rx(t — ) g(s) dt ds > 0, vg(z)]

> Implicacion: (Sx(jw) = TF{Rx(7)} >0, Ww)

Universidad
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Ergodicidad

@ Promedios para un proceso X(¢) y una funcion g(x):
@ Promedio estadistico

|E[g<x<r>>] = [ 4 g )

—0o0

Este valor es, en general, dependiente de ¢
@ Promedio temporal de x(z, \;)

T

13
< g(0) >i= Jim / gt \) de

2

Independiente de ¢, pero en general dependiente de \;
@ El proceso estacionario X () es ergddico siV g(x) y V \; € Q

< g(x) >= Elg(X(1))]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Energia y potencia

@ Energia del proceso aleatorio X(¢), Ex

Ex = E[&], &= /oo X2 (1) dt

— 00

@ Potencia del proceso aleatorio X(t), Py

~

1 2

T
2

» Un proceso aleatorio es de energia si Ex < o
» Un proceso aleatorio es de potencia si 0 < Py < oo

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Energia y potencia (ll)

Ex =E l/oo X2(r) dt] = /OO E[X*(1)] dt = /oo Rx(t,1) dt

— 0 — 0 — 00

T
lim — / " X2(1) dt]
T—soo Tl J_T

2

Px=E

_ 1/§E[X2(t)]dt—l’ 1/§R(tt)dt
= 1mT , = 1mT_ X\t

T—o0 _T T—o0
2

Sl

Para procesos aleatorios estacionarios [Rx(t, 1) = RX(O)]

o0

Px = Rx(O), Ex = / Rx(O) dt = oo

—00

Procesos estacionarios de interés: procesos DE POTENCIA

Universidad
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Procesos aleatorios multidimensionales (multiples)

@ Independencia:
» X(r) e Y(¢) son independientes si ¥ t,, 1, las variables aleatorias X(t,) y Y(z,) son
independientes
@ Incorrelacion:
» X(t) e Y(¢) estan incorrelados si V t,,1,, las variables aleatorias X(#,) y Y(z,) estan
incorreladas

@ Funcion de correlacion cruzada
| Ryy(n,1) = E[X(n) Y (1)) |

> Engeneral (Rxy(,%2) = Ryx(t2,1))
@ Estacionariedad conjunta: X(¢) e Y(¢) son conjuntamente estacionarios si
» Ambos son individualmente estacionarios
* (mx(r) = mx, Rx(t + 7,1) = Rx(7))
* (my(t) = my, Ry(t +7,1) = Ry(1))
> [Rx,y(tl,tz) = Rxy(7),conT =1 — tzj
* Notacion alternativa: (Rx,y (1 + 7,1) = Rx,v(7))

Universi idad
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Funcion de autocorrelacion temporal (ambigiiedad temporal)
@ Definicidn para una funcion/sefial DETERMINISTA x(r)
(X eR = nl) =x() xx(-1)]
[x(z) €C = () =x0) *x*(—z)]
(Re(je) = X))

> Senal “adaptada’ a x(¢): sefial abatida y conjugada, x*(—1)
*  En frecuencia: si x(r) LEq X(jw), para la sefial adaptada x™ (—1) T x+ (jw)
@ Propiedades

» Funcidn simétrica con el maximo en cero
> Permite calcular la energia de x(r)

E1x(1)} = r:(0) = % /j:o Ri(jo) dw’

Esta propiedad es evidente teniendo en cuenta la definicion de energia (relacion de Parseval)

60y = [T P a= = [T Gl @

» Funcion invariante a la traslacion de x(¢)
(60) = 21— ) = 1) = (0]

Universidad
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Ejemplo

£{x(1)} :/Oo lx(1))? dr = AT

— 00

I 4T
A A
() x() 0 o =t
* — / \
-T 0 4Tt T 0 4Tt T 0 4T ¢
A P ;
(1) =, ry(1) £0(1)} = AT
-T 0 4Tt T 0 4Tt T 0 4T ¢

Universidad
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Procesos aleatorios en el dominio de la frecuencia

@ Espectro de una de las senales del proceso aleatorio

{xi(t) =X(t,\) = Xi(jw) = TF{x:(t)} = /_OO x;(t) e ! dt]

» No todas las senales tienen definida una transformada de Fourier
@ Definicion de senales truncadas de duracion T

[T](t) _ { xi(1), |t <T/2

X
0, en otro caso

1

@ Las senales truncadas si tienen definida la transformada

XMy = TF {10} = / (e) et

—0co
T
2 Wi
—jw
= x;(1) e dt
_T
2
Universi idad
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Densidad espectral de potencia
@ Proceso aleatorio truncado de duracion T
x!T(1): Proceso cuyas sefales son X)(z, \;) = x,m (¢) (truncadas)
@ Proceso aleatorio truncado en el dominio de la frecuencia
x")(jw): Proceso cuyas sefales son las TF de x/'(¢), i.e., X" (juw)
@ Densidad espectral de potencia de X(r)
Seli) Z 5 | T [XMG") fm = UX[T] il ‘2]

T—o0 T T—o0 T

Representacion del comportamiento medio del médulo al cuadrado de la tranformada de Fourier de todas las
sefales que componen el proceso aleatorio (con el “truco” de truncar para asegurar la existencia de dicha

transformada de Fourier para todas las sefales, y llevando la longitud de truncado al limite)
> Implicacion: (Sx(jw) >0, Vw
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Teorema de Wiener-Khinchin

Si para cualquier valor finito 7 y cualquier intervalo A, de longitud |7|, la
autocorrelacion del proceso aleatorio cumple

< 0

/ Rx(t 4+ 7,t)dt
A

la densidad espectral de potencia de X(r) es la transformada de Fourier del
promedio temporal de la funcién de autocorrelacion

| Sx(jw) = TF{< Rx(t +7,1) >}

siendo el promedio temporal de la funcién de autocorrelacion

. 1 T/2
< Rx(t+ 7,1) > lim —/ Ryx(t + 7,t) dt
T—o0 —T)2

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Teorema de Wiener-Khinchin - Corolarios

@ Corolario 1: Si X(¢) es un proceso estacionario y UT Rx(7)| < ooj para todo
|7| < oo, entonces

| Sx(jw) = TF {Rx(7)}

@ Corolario 2: Si X(¢) es ciclostacionario y se cumple {/T Rx(t+ 7,1) dt| < o0
entonces :
[Sx(jw) —TF {EX(T>}]
donde

~ 1
Rx(T) = F/ Rx(t‘|‘ T, t) dt
T,

o

y T, es el periodo del proceso cicloestacionario

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Potencia de un proceso aleatorio

@ En el dominio de la frecuencia

1 (©.9]
Py = —/ Sx(jw) dw Watts
27 J_o

@ En el dominio del tiempo
» Proceso estacionario

LPX — Ry(0) WattsJ

» Proceso cicloestacionario

| Py = Ry(0) Watts |

aaaaaaaaaaa
3m | Carlos il — . p . L
vesm ‘ dsMadria @ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion

Procesos aleatorios estacionarios y sistemas lineales

pee (L
my, Rx(T) ?

Procesos Aleatorios 81/109

Teorema: X(¢) es estacionario, de media my y funcion de autocorrelacion Rx (7). El proceso pasa
a través de un sistema lineal e invariante con respuesta al impulso A(t). En este caso, los
procesos de entrada y salida, X(t) e Y(t), son conjuntamente estacionarios, siendo

nty

my /Oo h(t) dt

— 00

Ry y(7) = Rx(7) * h(—7)
Ry x(7) = Ry y(—7) = Rx(7) * h(T)

Ry(7) = Rx(7) * h(7) * h(—7) = Rx(7) * rp,(¢)

Ademas [RY(T) = Ry y(7) * h(T) = Ry x(7) * h<_7))

uuuuuuuuuuu
3m | Carlos il — . . . L
vesm ‘ d Madria @ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacién
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Media del proceso de salida

Se parte de que

Por tanto

aaaaaaaaaaa
uesm ‘ sanes @ Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion

Correlacion cruzada Ry y(7)

Rxy(t1,12) = E[X(t1) Y(12)]

(o.o]

= lX(tl) X(s) h(ty — ) ds

uuuuuuuuuuu
uedm [ senes @ Marcelino Lizaro, 2025 Teoria de la Comunicacion
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Correlacion cruzada Ry x(7)

Ryx(t1,t2) = E[Y(t1) X(t2)]

:El /_ Zx(s) Bty — 5) ds X (1)
_ / E[X(s) X(t2)] h(t — s) ds

—00

= /00 Rx(s — ) h(t; — s) ds

00
u=s—n / RX(L{) h(l‘l — 1) — u) du

—0o0

= /OO Rx(u) h(T — u) du
= Rx(T) * h(T)

Correlacion de salida Ry(7)

Teoria de la Comunicacion

= / ny(s — 2‘2) h(ll — S) ds
u:s:—t2 nyy(u) h(ll — 1 — u) du
= / Ry y(u) h(T — u) du

= RX’Y(T) * h(T)
= Rx(7) x h(—7) x h(T)
= Rx(7) * ri(1)

Teoria de la Comunicacion
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Relaciones en el dominio frecuencial

X(1) Y(1)
H(jw
my, Sx(jw) (J )

@ Media del proceso de salida

[my = My H(O)]
@ Densidad espectral del proceso de salida
|Sy(jw) = Sx(jw) [H(w)P|

@ Densidades espectrales cruzadas
def

SX7y(].w) = T.F {RX,y(T)}
Sx,y(jw) = Sx(jw) H* (jw)
SY,X(iw) = S;(,y(l'w) = Sx(jw) H(jw)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Relaciones entre densidades espectrales de potencia

H(jw) = Sy x(jw)
Sx(jw) x § H*(jw) = Sx.y(jw)
|H(jw)[* = Sy(jw)

Sx,y(jw) = S} x(jw)
Sy(jw) = Sx y(jw) H(jw)
Sy(jw) = Sy x(jw) H*(jw)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Suma de procesos aleatorios
@ X(r) e Y(r) son conjuntamente estacionarios
@ Proceso suma: (Z(r) = X(1) + Y (1))
mz(t) = E[Z(1)] = E[X(z) + Y ()]
E[X(l‘)] +E[Y(l)] =myx +my = mg

» Media del proceso

» Funcidn de autocorrelacion

Rz(t+ 7,t) =E[Z(t + T) Z(1)]
=E[(X@t+7)+Y(+71)) (X(2)+ Y(2))]
=EX(t+71)X(t)]| +E[X(+T) Y(t)]

+EY(t+71)X(t)]+E[Y(t+T)Y(2)]
IRx(T) + Rx7y(7') + Ry}x(’?') + Ry(T)
:Rx(T) -|- Ry(T) -|- RX’Y(T) + RY’X(T) = Rz(T>
* Proceso aleatorio Z(t) es estacionario
» Densidad espectral de potencia
Sz(jw) :Sx(jw) + Sy(jW) T SX7y(jCU) == Syvx(jw)
ZSx(fw) + Sy(jCU) +2 Re[SX,y(jw)]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Suma de procesos aleatorios - Incorrelados

@ Covarianza vs correlacidn para procesos conjuntamente estacionarios
Cov(X(t+7),Y(t)) =E[(X(t+ 7) —mx) (Y(t) — my)]

=E[X(t+7)Y()]—my EX(t+ 7)]

: P < e

RX,:/,(T) mx
— my E[Y(t)] +myx my
~——

my

:nyy(T) — My my

@ Procesos incorrelados:
Por definiciéon : Cov(X(r+ 7),Y(t)) =0, V7
Consecuencia : Ry y(7) = mx my

» Si al menos uno de los procesos (incorrelados) tiene media nula
R7(7) = Rx(T) + Ry(7)
Sz(ju)) = Sx(jW> T Sy(iw)

* Caso habitual de suma de senal y ruido: incorrelacién, ruido con media nula
ddddddddddd . b
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Procesos aleatorios discretos

@ Notacion: (X[n]]
@ Promedios estadisticos

» Media: (mx[n] :E[X[n]]]

> Autocorrelacion: (Rx[n + k,n] = E [X[n + k] X[n]])

* Para procesos aleatorios complejos [RX [n+k,n) =E[X[n+k X* [n}D

@ Estacionariedad:

» Estadisticos independientes del indice temporal n

» Media: (my[n] = my)

> Autocorrelacion: (Rx[n + k,n] = Ry[k])
@ Cicloestacionariedad:

» Estadisticos periddicos de periodo N

» Media: (mx[n + N| = mx[nD

> Autocorrelacion: (Rx[n + k + N,n + N| = Rx[n + k,n])

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Procesos aleatorios discretos - Espectro y potencia

@ Densidad especitral de potencia
» Procesos estacionarios

| Sx(e) = TF {Rx [N} |

» Procesos cicloestacionarios

N—1
Sx(@¥) = TF{RulK]}, Ryl = ]%] S" Ryl + k]
n=0

» Potencia

2 J_,

1 [T : Rx|[0], X|n| estacionario
Px=—— [ Sx(¢¥)dw= l0l, - el . L
Rx[0], X|n] cicloestacionario

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Procesos aleatorios discretos - Sistemas lineales

@ Media del proceso de salida

{my = my Zh[n] = my H(O)]

@ Autocorrelacion del proceso de salida
| Ry[k] = Rx[k] % hlk]  h[—k] = Ry[k]  ra[K] |

@ Densidad espectral de potencia del proceso de salida
|S(e) = Sx(e®) [H(e)]

@ Estadisticos cruzados
(Rx,y[k] = Rx[k] * h[—k]) (Ryx[k] = Ry[k] * h[Kk])

(Sxr(e”) = Sx(e) H'(¢")) (Syx(e®) = Sx(e) H(™))

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Procesos aleatorios discretos - Suma de procesos

@ X[n] e Y[n] conjuntamente estacionarios
@ Proceso suma: Z[n| = X[n| + Y[n]
» Media del proceso:

Lmz[n] = my + my = mZJ

» Funcidén de autocorrelacion
| Rz[n + k,n] = Rx[k] + Ry[k] + Rx.y[k] + Ry x[k] = Rz[k] |

* El proceso Z[n] es estacionario
» Densidad espectral de potencia

|52 (¢) = Sx (&) + 5y (¢) + Sx.r (&) + v (¢) |

@ X[n] e Y[n] incorrelados y al menos uno tiene media nula
(Rl = Ryl + Ry[k], Sz (¢¥) = Sx (¢) + Sy (¢*) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Proceso gausiano
@ Definicién: X(¢) es un proceso gausiano si para todo n y todo [{tl, ... ,tn}j , las v.a.
({X()}i,) (tienen una distribucién conjuntamente gausianal
@ Propiedades de los procesos gausianos
> (mx (1) y Rx(t1,1,)) : descripcion estadistica completa de X (1)
* Permiten calcular vector de medias y matriz de covarianzas
- (Para X(l‘i), = M = mX(l‘,‘))
- (X(l‘i),X(l‘j), = CiJ :COV(X(I,'),X(tj))=Rx(ti, Z‘J) — mx(l‘,') mx(tj))
» Estacionariedad en sentido estricto y en sentido amplio son equivalentes
» Para X(r) gausiano, estacionario y de media nula, una condicién suficiente para la

ergodicidad de X(t) es
{/ |Rx(7)| dT < oo]

» Si X(r) pasa por un sistema lineal e invariante
* (El proceso de salida Y(r) es gausiano)
* (X(t) e Y(¢) son conjuntamente gausianos)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Procesos aleatorios conjuntamente gausianos

@ Definicidon: Los procesos X(t) e Y(¢) son conjuntamente gausianos, si para
todo n, m, ytodo ({t1,,....t,}) Y ({11, 7,...,7a}), las variables aleatorias

[{x@l),x@), L X(8), Y (1), Y(72), . Y (7))

tienen una [distribucién conjuntamente gausianaj (de dimension n + m)

@ Propiedad: Para procesos conjuntamente gausianos, incorrelacion e
independencia son equivalentes

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Proceso blanco (estacionario)

@ Un proceso es blanco si su densidad espectral de potencia es constante
para todas las frecuencias

Sx(jw)

Sx(jw) = C

» Consecuencias
* Funcién de autocorrelacién de un proceso blanco estacionario

Re(r) = TF'{C} = C §(r) Rx(7) * c

! T

* La potencia de un proceso blanco es infinita

1 1
= — 1 = — = W .
Px 7 /_oo Sx(jw) dw 7 /_OO C dw = oo Watts

| X (1) estacionario : Px = Rx(0) = C 6(0) = oo Watts.J
weom| Gafesi Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion Ruido térmico 97/109

Filtrado de un proceso blanco

- (0 ¥ Hjw) —~
A h(t) < H(jw
Sx(jw) = C, Rx(1) = C &(7) ;J Sy (jw), Ry(T)?

@ Densidad espectral de potencia a la salida del filtro (Y (¢))
|Sy(jw) = Sx(w) [H(w)? = C [H(w)]?

» En general el proceso Y(¢) no es blanco
* |H(jw)| es constante sélo para un sistema paso todo: atenuador o amplificador

@ Funcion de autocorrelacion
| Ry(7) = Rx(7)  h(r) % h(=7) = Rx(7) * r(r) = C ra(7) |
@ Potencia del proceso

(py = % /_Oo Sx(jw) dw = C % /_oo |H(jw)|* dw, Py =Ry(0)=C rh(O)]

» Como por definicién ‘% /_Oo |H(jw)|* dw = E{h(t)} = rh(o)’

Py = CE{h(1)} Watts.

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ruido térmico

@ Estadistica gausiana
> Media nula

@ Densidad espectral de potencia del ruido térmico (mecanica cuantica)

S, (jo) hw
Wjw) = ——
47T(e2:73“ —1)

h: Constante de Planck (6.6x1073* Julios x segundo)
k: Constante de Boltzmann (1.38x 1023 Julios/?Kelvin)

n )
donde T“: Temperatura en grados Kelvin
w: Pulsacién (27 veces la frecuencia) en rad/s
% Sp (jw) g Sn ()
4\ 03% T

0,64 + 0,6K% +

0,45 + 0,45 +

026% 4 £ (GHz) 0285 + 27 (GH2)

—2000—1500— 1000 —500 500 1000 1500 2000 —200 —150 —100 —50 50 100 150 200
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Modelo de ruido térmico
@ Proceso aleatorio n(r)
» Blanco, gausiano, estacionario y ergodico
» Media nula (m, = 0)
» Funcién de autocorrelacion
Rn(7)
N, n
(Ru(r) = % (7)) +N0/2
! T
» Densidad espectral de potencia
S, (jw
. No n(] ) N0/2
Sa(jw) = 3
w

@ Valor de la constante Ny: (Np = k T* Watt/Hz)

: 1 [~
@ Potencia [Pn = 2—/ Sy(jw) dw = R,(0) = o0
™ —0o0

Universidad
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Potencia de ruido térmico a la salida de filtros ideales

@ Filtros ideales de ancho de banda B Hz (o W = 2z B rad/s): filtro paso bajo o filtro
paso banda con frecuencia central f. Hz (0 w. = 2xf, rad/s)

H(jw) .
W =278 H(jw) W = 27B
Le— T . =
T w 1 1 1 W
-w +w —We +we
Filtro paso bajo Filtro paso banda (frecuencia central w, rad/s)

@ Proceso de salida de los filtros
N
[ Proceso Z(1) con Sz(jw) = 70 |H(jw)]2]

@ Potencia de la salida de los filtros

1
_ —/ S, (jw) dw = 7 Tl |H(]w)|2 dw = Ny B Watts.
E{h(z )} 2B
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Potencia de ruido térmico en filtros ideales con ganancia

@ Filtros ideales (paso bajo/paso banda) de ancho de banda B Hz (o0 W = 2xB rad/s) y con
ganancia en potencia G (ganancia en voltaje v/G)

H(jw) .
H(jw) _
=27B W =2nB
A —
=1 "
T w 1 I 1 —
—-W +W —We +we
Filtro paso bajo Filtro paso banda (frecuencia central w. rad/s)

@ Proceso de salida de los filtros

‘ Proceso Z(r) con Sz (jw) = —

@ Potencia de la salida de los filtros

1 [ . _ No 1

J/

£ {h(1) }=2BG

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ancho de banda equivalente de ruido

@ Ruido a la salida de un sistema lineal
» Respuesta del sistema: h(r) PE§ H(jw)

N
Proceso Z(t) con S (jw) = 70 |H (jw)]|?

@ Potencia de ruido a la salida del sistema lineal

1 > Ny 1
P;=— Sz(iw)dw——o—/ |H (jw)|? dw

27 2 2

£{n(1)}

@ Potencia de ruido en funcion del ancho de banda equivalente de ruido
Pz = No By G, Watts. |

» B.,: Ancho de banda equivalente de ruido
» G.,: Ganancia en potencia equivalente

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ancho de banda equivalente de ruido - Identificacion

@ Definicién: , con |Hmax = mo?:X |H(jw)||

@ Identificacion del valor de B,

E{h(1)}
2 Gy Hz |

[S{h (1)} = / (1)|? dt = —/ |H (juw) \2de

@ Interpretacion: Un sistema lineal ideal, de ancho de banda B, y amplitud H,qx
(1/Geq) tiene la misma potencia de ruido a la salida que el filtro A(z)

Hyae = \/Geg /'y\— H(jw)
-
‘ 21 B w

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Relacion senal a ruido: necesidad de filtrado de ruido
@ Planteamiento

» Senal a la transmitida: proceso X(t), con potencia Py
» Ruido aditivo: modelo de ruido térmico n(t)

» Filtro (normalmente en el receptor): respuestas h(r) y H(jw)
* Senal a la salida del filtro receptor: proceso Y(¢)
* Ruido a la salida del filtro receptor: proceso Z(t)

X(1) +n(t) | - | YOO +Z(1)  y(r) = X(1) % k(1)
| ' Z(t) = n(t) * h(z)

@ Relaciéon senal a ruido sin filtrar

S Px S Px
—| = ., —| (dB) =101 -~ dB
N|. TP, N in( ) 0g10 P, |

@ Relacion senal a ruido a la salida del filtro

S P S P
= =L 2] (dB)=10log,, — dB

N out Py N out Py

. ‘ :c:gﬂégzﬁ Marcelino Lazaro, 2025
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Relacion senal a ruido: necesidad de filtrado de ruido (ll)
@ Relacion senal a ruido antes de filtrar
Px S

S P P
[N _ X =0, — (dB)leloglOP—j:—oodBJ

P 00 N
Es necesario filtrar para limitar la potencia del ruido térmico !!!
@ Relacion senal a ruido a la salida del filtro

in

S Py S PY
el ==, = dB) = 101log,, — dB
‘ N out Pz N out( ) #10 Pz ’
> Pot. sefal: |Py = 1 /Oo Sy (jw) dw = L /OO Sx (jw) |H (jw)|* dw’
27 5 27 J_ oo

L[ No 1 f= ..o
Pz = — Sz(jw) dw = — — |H(jw)|” dw
2T J_ o 2 2w

* Filtros ideales (sin ganancia | con ganancia)

» Potencia ruido:

[PZ:NOB | PZ:NOBGJ
* Filtro con ancho de banda equivalente B., Hz y ganancia G,

Pz = Ny Beq Geq

Teoria de la Comunicacion
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Escala logaritmica: decibelios

@ Relacion entre cantidades (medida relativa, adimensional)
» Escala logaritmica para poder visualizar de forma conjunta cantidades con valores muy diferentes entre si

1000 +3dB
+2dB Escalla Logaritmica
. og
Escala Lineal +1dB 10
o 0dB
100 —1dB
—— 10 1 0,1 0,01 0,001 —2dB

0 —3dB

» Ejemplos
* Relacion de potencias

Py
dB=101 —
‘ 0810 P,

* Relacién de voltajes o intensidades

1% 1
dB = 20 log,g -L dB = 20 log,, L
V2 I

* Representacién de la respuesta en frecuencia de un sistema
(dB = 20 logo |H(jw)| = 10 log, |H(jw)|2)

Universi idad
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Propiedades de la representacion logaritmica
@ Operacion inversa

P Vv P Vv
(dB = 10 logyg L dB = 20 log,, L (—1 — 107 1= 10%]
P> V>

P> vV,

@ Productos en lineal se convierten en sumas en dB
|A X B & IOIOglo(A X B) = 10].0g10A + IOIOgloB = da dB + b dB |

A A
E < 1010g10 E = 1010g10A — 101OgIOB =da dB —b dB
@ Doblar/dividir por dos, en lineal, equivale a
» Sumar/restar 3 dB (101og,,2)
» Sumar/restar 6 dB (201og,,2)
@ Multiplicar/dividir por 10, en lineal, equivale a

» Sumar/restar 10 dB (101log,, 10)
» Sumar/restar 20 dB (201og;,, 20)

Universi idad
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Unidades basadas en el decibelio

@ Miden la diferencia relativa respecto de una unidad de referencia
» Ejemplo: Intensidad sonora (ref.: umbral de audicién, 1 pW/m?)

P P
dBg| = 10 log,, P_(l) = 10 log, T_llz

* Referencia: 0 dBg, equivalen a una intensidad igual al umbral de audicién

@ Otras unidades logaritmicas
» dBW: referencia 1 W (potencia)
» dBm: referencia 1 mW (potencia)

dBu: referencia \/g = 0,7746 V (voltaje)
* Es la tension que aplicada a una impedancia de 600 Q2 desarrolla una potencia de 1 mW
dBc: toma como referencia el valor de la portadora (para medir el valor de sus

armonicos)

dBgpy : referencia de nivel de presion sonora
* En el aire: 10 uPa
* Enelagua: 1 uPa

» dBI: toma como referencia una antena isotropica

v

v

v

Universi idad
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