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Sistemas de comunicaciones analdgicos y digitales

@ Sistema de comunicaciones analdgico

» Disenado para enviar como informacién una forma de onda continua

e ottt

@ Sistema de comunicaciones digital

» Disenado para enviar como informacion una secuencia de simbolos
* Alfabeto finitio: M posibles valores
* Ejemplo mas comun: Bits (M = 2): {0, 1}
- Informacién: (0110001101110011010101110010011010....)
» Transmision a una velocidad (tasa de simbolo) dada: R, simbolos/s
* Se transmite un simbolo cada T = % segundos
» Los simbolos han de convertirse en senales eléctricas para su transmision

* Modulacion Digital: Cada simbolo se asocia a una forma de onda
* Caso mas simple: formas de onda de duracion T = Ri segundos
X

@ Preponderancia de los sistemas de comunicaciones digitales
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Modulacidon Digital - Conversion Bits-a-Senal

110 Cab;e. 110
011 011
1101 1101
10111 10111
010 101010
110 10011101
Fibra
Fuente ] Destino

Aire (antenas)

Medio de Transmision
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Simbolos : vehiculos para transporte de bits
e Simbolo: blogue de m bits 0 1

* Sistemas M-arios (con M = 2™) 5
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Modulacion Digital - Ejemplo mas simple

@ Un bloque de m bits (simbolo) se asocia a un nivel de voltaje
> Sistema M-ario (con M = 2™ posibles simbolos)

SISTEMA BINARIO (m = 1, M = 2) SISTEMA 4-ARIO (m = 2, M = 4)

0 T 2T 3T 4T 5T 6T T 0 T 2T 3T 4T 5T 6T T

SISTEMA 8-ARIO (m = 3, M = 8)

100
101
111
110
010
011
001
000

000 110 § o11 101 001 111 010

et 0 T 2T 3T 4T ST 6T T
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Ventajas de los Sistemas Digitales
@ Capacidad de regeneracion

@ Existen técnicas de deteccidn y correccidn de errores

@ Permite corregir la distorsion introducida por el canal (igualacion)
» Mucho mas facil y eficiente que en sistemas anal6gicos

@ La informacion se puede encriptar (proteger)

@ Permite utilizar TDM/TDMA y CDM/CDMA (ademas de FDM/FDMA) como
mecanismo de multiplexacién/acceso al medio

@ Formato independiente del tipo de informacién (voz, datos, TV, etc.)
» Naturaleza de la informacion: tasa de transmision (simbolos/s, bits/s)

@ Los circuitos son, en general

» Mas fiables
» De menor coste

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ » Mas flexibles (programables)
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Distorsion en senales analodgicas

@ Durante la transmisidon siempre existe una distorsion
» La senal recibida es distinta a la transmitida
» Diseno: minimizar la distorsion (maxima fidelidad)

@ Retransmision: la distorsion se acumula

SENAL TRANSMITIDA SENAL RECIBIDA(1)
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Regeneracion digital

CODIFICACION DE BITS - Sistema binario con pulsos rectangulares
1 = Nivel alto
0 = Nivel bajo

SENAL DIGITAL TRANSMITIDA SENAL RECIBIDA DISTORSIONADA

O T 2T 3T 4T ST 6T 7T 0 T 2T 3T 4T 5T 6T 17T

IDENTIFICACION DE CADA SIMBOLO SENAL REGENERADA

T O T 2T 3T AT 5T 6T 1T

\/

0O T 2T 3T 4T 5T 6

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Desventajas de los Sistemas Digitales

@ Necesidad de sincronismo
» Identificacidon del intervalo para cada simbolo

@ Mayor ancho de banda
» Menor a medida que las técnicas de compresion mejoran
@ Muchas fuentes de informacidén son de naturaleza analdgica

» Conversion A/D

* Muestreo
* Cuantificacién — error de cuantificacion

» Conversion D/A

* Interpolacion
* Filtrado paso bajo

Conversiones A/D y D/A se basan en el Teorema del muestreo de Nyquist (también conocido como Teorema de

Nyquist-Shannon o de Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Conversion Analdgico a Digital (A/D)

@ Fuentes analdgicas: amplitudes continuas, tiempo continuo

@ Conversion analdgico/digital (A/D):
» Tiempo discreto: Muestreo a frecuencia f; muestras/s
» Amplitudes discretas: Cuantificacién a n bits/muestra
* Ruido de cuantificacion: s6lo hay 2" niveles de cuantificacién
- Diferencia entre valor muestreado y valor cuantificado
* Decrece a medida que se incrementa n

» Tasa binaria (bits/s): (Rb (bits/s) = f; (muestras/s) x n (bits/muestra)j

Voz Digital: 64 kbits/s (B = 4 kHz, f; = 2B = 8000 muestras/s, n = 8 bits/muestra)

@ Conversion digital/analdgico (D/A):
» Conversion de bits a muestras (cuantificadas)

» Reconstruccion de la senal a partir de las muestras
* Interpolacién con impulsos + filtrado paso bajo

xi(1) = x[n] 6(t = nTy) — x,(t) = xi(1) * hepr(1)

6(t) = 3 xgln] sine (’ _T”TS> |
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Conversion A/D: Muestreo + Cuantificacion

x(1)
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Conversion D/A: Interpolacion con impulsos + Filtrado

® xn] [ ]
L ]
L J [ ] L J
L ] L ] L ] L ] [ ]
[ ] [ ]

T - |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A xi(’) = z,, xq[”] 5(’ - nTS) A
0T 17 27T 3T ATy 5T [ 7T 8T 9T 1075 17y 127

"&(I) = xi (1) * hppp (1)
.—\
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veom | G Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Introduccion
Conversion D/A: Interpolacion con sincs a7, s
® x4 ®
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Equivalencia de las dos opciones

@ Muestreo en nT; : Frecuencia de muestreo

N S

) t TF . w
_ AR —ru(Y)=ru ( )
hLPF(t) sinc (TY> HLPF(](.U) (ws> W

. t 5t T.) . t — nTy
sinc | — | * — nTy) = sinc
T T

hrpr (1)

1 2
[S=7:23Hz (wszTW:ZWrad/s) conW:27rBJ

| t
—6Ty —5Ty —4Ty —3T, 2T, —1Ts 0Ty 1Ty 2Ty 3T, 4Ts S5T; 6Ty

T, Hppr(jw)

4 W=
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Transmisor/Receptor Digital - Bloques funcionales basicos

@ Transmisor digital

Codificador |B3["l( Codificador |85 By[f][ Modulador | s(1)
Entrelazador o
de Fuente de Canal Digital

Al canal

» Modulador digital: Transmisién de una secuencia digital de simbolos
(generalmente bits, B,[¢]) a través de una canal analdgico de comunicaciones
(senal electromagnética s(t))

@ Receptor digital

r(#) [ Demodulador | B5[¢]( Desentre- [ Decodificador | B3 ] [ Decodificador
Digital lazador de Canal de Fuente

Del canal

» Demodulador digital: Recuperacién de la secuencia de simbolos (bits, B,[(]) a
partir de la senal recibida través de una canal de comunicaciones, r(t)

Universi idad
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Codificadores de fuente y de canal

@ Codificador de fuente

» Reduce la redundancia de la fuente (compresién)
» Reduccion de la tasa binaria a transmitir
» Ejemplos: MPEG o DivX (video), MP3 o0 OGG (audio), ZIP or RAR (ficheros),...

@ Codificador de canal

Deteccion y correccion de errores
Introduccién de redundancia de forma controlada

Capacidad de deteccion/correccion en funcion de su complejidad
Ejemplo mas sencillo: codigos de repeticion
* (Codigo de repeticion de orden 1: 0 - 00 1 — 11
- Detecta 1 error sobre un bloque de dos bits
* Cdbdigo de repeticion de orden 2: 0 — 000 1 — 111
- Detecta 2 errores o corrige 1 error (correccion basada en decision por mayoria)
sobre un bloque de tres bits

v

v

v

v

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Entrelazado (Interleaving)

@ Proteccion frente a errores de rafaga
» En combinacién con el codificador de canal
@ Reordenacion de bits
» Objetivo: transformar errores de rafaga en errores aislados
* El decodificador de canal puede corregir relativamente pocos errores por bloque
@ Clases de entrelazadores

» Entrelazadores bloque
» Entrelazadores convolucionales

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Entrelazado - Un ejemplo
Bits sin codificar

101110
Bits codificados

Cddigo de Canal

Caodigo de repeticion (orden 2)

Bits entrelazados

1|1|1| 000 111 111 111 000

Transmision

101110 101 1}10 101 1 10

Rafaga de errores

Entrelazador
n x N,

Bits desentrelazados

‘}01 110 701 110101 110

11[1]ooo|11[1]11[1]11]1 000

Errores aislados

Entrelazador Bloque

1101|110 Entrada de bits: por columna

Salida de bits: por fila

Teoria de la Comunicacion

Diseno de un sistema de comunicaciones

@ Factores a considerar en el diseno

v

Tecnologias existentes
Coste
Calidad (prestaciones)

v

v

* Sist. analogicos: fidelidad — relacion senal a ruido (S/N)

* Sist. digitales: tasa de errores (BER)

v

Consumo de recursos
* Potencia (energia)
- Limitaciones fisicas
- Limitaciones administrativas
- Limitaciones econdémicas
* Ancho de banda
- Mismo tipo de limitaciones

@ Obijetivo fundamental de este capitulo:

» Diseno de moduladores/demoduladores digitales considerando el compromiso
entre prestaciones y consumo de recursos

Teoria de la Comunicacion

Al a| o) -

—alalalol =

Y NN N | S

0

0

0

Desentrelazador
N, X n
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Modulador digital: Conversion de bits (B,[¢]) en un senal

By[¢] | Modulador s(1)
Bits Digital Senal

@ Transmision de una secuencia de bits B,[¢| a una tasa binaria R, = Tib bits/s
» Conversion en una senal eléctrica s(z)

@ Transmision de bits por bloques - Secuencia de simbolos
» Segmentacion de la secuencia B, [¢] en bloques de m bits
» Cada bloque de m bits es un simbolo
* (1 simbolo = m bits)
» Secuencia de simbolos B|n|
* Alfabeto de posibles simbolos: M = 2™ simbolos: B € {b,-}f.‘igl

* Tasa de simbolo R, = % simbolos/s (baudios)
* Relacion entre tasas R, / Rs: R, = m R (0 también T = m T},)

» Transmision de un simbolo (bloque de m bits) cada T seg.
@ Conversion de secuencia de bits/simbolos a sefial s(r)
» Generacion por tramos: “fragmentos” de T segundos (correspondientes a 1 simbolo)
* Intervalo de simbolo para B[n]: intervalo (nT <t< (n+ 1)T)

Universi idad
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Conversion simbolo / senal - Modelo mas simple

@ Se estudia inicialmente el caso del primer simbolo
» B = B|0]
> Intervalo de simbolo:
@ Conversién simbolo / sefal
> Alfabeto de M posibles simbolos: (B € {bo, b1, ,by_1})
» Definicién de M formas de onda de duracion T segundos

| {s0(t),s1(t), -+ ,spm—1(t)}, definidasen 0 <t < T|

» Asociacion simbolo / forma de onda:
» Generacion de la sefal a transmitir
* (Si B = b;, entonces s(t) = s;(1))
@ Transmision del simbolo B[n]
> Intervalo de simbolo: (nT <t < (n+ 1)7)
» Valor de simbolo: B[n] = b;
* Se traslada la forma de onda asociada a b; al intervalo
| Si B[n] = b; entonces s(t) = sj(t —nT), ennT <t < (n+ I)T]
veom | Calieli Marcelino Lézaro, 2025 Teorfa de la Comunicacion MDCG - Introduccién 22/187




Ejemplo A-M =4

@ Numero de bits por simbolo: m = 2 — M = 4 simbolos
@ Simbolos: by = 00, b; =01, b, = 10, b3 = 11
@ Senales seleccionadas (definidas en 0 < ¢ < T)

+3 S()([) +3 n Sl(t) +3 n SZ(t) +3 n S3(t)
+1 +1 +1 1 +1 1 T
-1 7 T t —17 T ¢t —1 -1 b
-3+ -3+ -3 -3+
@ Secuencia a transmitir: B,[¢] = 011110001101 - - -
@ Secuencia de simbolos
» Segmentacion de B,[¢]: 01 | 111000 | 11|01 ---
> SecuenciaB[n] = b |b3 | by | bo | b3 | by |
@ Senal transmitida
> Generacion por intervalos: s(t) = {s1(¢) | s3(t = T) | s2(t — 2T) | so(t — 3T) | s3(t — 4T) | s1(t = 5T) | ---}
+3 §
+1
-1 1 t
-3
T 2T 3T 4T 5T 6T
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EjemploB-M =4
@ Numero de bits por simbolo: m = 2 — M = 4 simbolos
@ Simbolos: by = 00, by =01, b, = 10, b3 = 11
@ Senales seleccionadas (definidas en 0 < ¢ < T)
S (t) +2 S1 (t) 42 53(t)
+1 T +1 +1 %

SIAVARIVAE
-2 -2
@ Secuencia a transmitir: By,[¢] = 011110001101 - - -

@ Secuencia de simbolos
> Segmentacién de B,[¢]: 01 | 111000 | 11|01 | ---
> SecuenciaB[n] =b |b3 | by | bo | b3 | by |

@ Senfal transmitida

> Generacion por intervalos: s(t) = {s1(¢) | s3(t = T) | s2(t — 2T) | so(t — 3T) | s3(t — 4T) | s1(t —5T) | ---}

N\ A NN

\ /

:;\/ / \

\/

T 2T 3T 4T
Universic idad
uedm ‘ Serosl! @ Marcelino Lazaro, 2025
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EjemploC-M =4

@ Numero de bits por simbolo: m = 2 — M = 4 simbolos
@ Simbolos: by = 00, b; =01, b, = 10, b3 = 11
@ Senales seleccionadas (definidas en 0 < ¢ < T)

sq(1) s1(1) 52(1) 53(1)
+2 +2 1 2+ +2
ANPIR ] wn BE T MR AV

—1 i \/ ro_1 14 T t _q r M T t
-2 -2+ -2 4 -2
@ Secuencia a transmitir: B,[¢] = 011110001101 - - -

@ Secuencia de simbolos
» Segmentacion de B,[¢]: 01 | 111000 | 11|01 ---
> SecuenciaB[n] = b |b3 | by | bo | b3 | by |

@ Senal transmitida

> Generacion por intervalos: s(t) = {s1(¢) | s3(t = T) | s2(t — 2T) | so(t — 3T) | s3(t — 4T) | s1(t = 5T) | ---}
+2 §
+1 7
14 t
-2+
T 2T 3T 4T 5T 6T
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Transmision a través del canal

@ Senales transmitida y recibida (entrada/salida del canal): s(¢) vs r(z)
» La senal sufre distorsiones durante la transmision
» La senal recibida NO coincide con la senal transmitida: (r(r) # s(¢)

@ Modelo de canal - Efectos de distorsidon considerados
» Distorsion lineal

* Modelo: sistema lineal e invariante h(t)<T—j>EH(iw)

» Ruido térmico
* Modelo: proceso aleatorio n(r) estacionario, ergddico, blanco, gaussiano, con
densidad espectral de potencia S,(¢) = % siendo Ny = k x T(°K)

s(1) sn(t) r(1)
h(?) P
i

n(1)

» Senal recibida

| 7(t) = s(¢) % h() + n(7) |

Universi idad
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Demodulador digital

@ Recuperacion de los bits B,[¢] a partir de la sefal recibida r(r)
» La senal sufre distorsiones en la transmision: (r(z) # s(z)

@ Procesado de r(¢) para recuperar los bits transmitidos

(1) [ Demodulador | By[¢]
Senal Digital Bits

» Procesado a tramos: particion en intervalos de simbolo
» Estimacion del simbolo (m bits) transmitido en cada intervalo

@ Estima del n-ésimo simbolo n:
» Observacion de la sefal r(¢) en el n-esimo intervalo

(r(t) ennT <t< (n+ 1)T]

» Comparacion de la senal con las M posibles formas de onda

Universic idad
ucdm ‘ Carlos|ll -m . 4
de Madrid @ cmrmw  Marcelino Lazaro, 2025

EjemploA-M =4

LSi la “mas parecida’ es s,(r) entonces Bln] = va

Teoria de la Comunicacion

@ Simbolos by = 00, b; =01, b, = 10, b3 = 11 y sefales asociadas

MDCG - Introduccion 27/187

+3 so(1) 43+ 51 (t) 43+ s2<t) 43+ 53(t)
+1 +1 — +1 1 r  +1y r
-1 T t —ly T t —1 N e
~3 4 —3 4 -3 ~3 4
@ Senal recibida
+3 f
+1
o W :
-3
T 2 3T 4T 5T 6T

@ Deteccidn de simbolos

> Segmentacion de la senal en intervalos de simbolo

* n =0, intervalo 0 < r < T - Sefial “més parecida’: s, (1) — B[0] = b;

* n=1,intervalo T <t < 2T - Sefal “mésﬁparecida":As\;(t) — B[l] = b3
* Siguiendo el mismo proceso: B[2] = by, B[3] = by, B[4] = b3, B[5] = b,

@ Secuencia decidida: Bln] = b |b3|bs|bo|b3|b1 |- -+ = B,[¢]: 01| 11]10]00|11[01]- - -

Universic idad
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EjemploB - M =4

@ Simbolos by = 00, b; =01, b, = 10, b3 = 11 y sefiales asociadas

42 So(l‘) +2 Sl(l‘) +2 S2(t +2 S3(l‘)
+1 r +l +1 +1 { /\
—ﬁ\/f—l r t _ ’—1M rt
-2 -2 -2 -2
@ Senial recibida

+2 £

+1 1

_ ! ;
_1 4

21

5T 6T

@ Deteccidn de simbolos

> Segmentacion de la senal en intervalos de simbolo
* n =0, intervalo 0 < r < T - Sefial “mas parecida’: s, (r) — B[0] = b,
* n=1,intervalo T <t < 2T - Sefial “mas parecida’: s3(t) — B[1] = bs
* Siguiendo el mismo proceso: B[2] = by, B[3] = by, B[4] = b3, B[5] = b,
@ Secuencia decidida: Bln] = by |b3|by|bo|b3|b1 |- -+ = B,[¢]: 01]|11]10]00|11[01] - - -

Universi idad
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EjemploC-M =4

@ Simbolos by = 00, b; =01, b, = 10, b3 = 11 y sefiales asociadas

12 so(1) 424 5 (1) 42 4 s2(t) 12 53(1)
7AW e BT A
—1% \/f—l rt ’—1M rt
-2 -2 1 21 -2

"

@ Senal recibida

+2
+1 f

14 t
-2 +

@ Deteccidn de simbolos

> Segmentacion de la senal en intervalos de simbolo
* n =0, intervalo 0 < r < T - Sefial “mdas parecida’: s, (r) — B[0] = b,
* n=1,intervalo T < r < 2T - Sefal “mds parecida’: s3(t) — B[1] = b3
* Siguiendo el mismo proceso: B[2] = by, B[3] = by, B[4] = b3, B[5] = b,
@ Secuencia decidida: B[n] = by |bs|b2|bo|bs|by| -+ = By[¢]: 01|11]10]00|11]01] - - -

Universi idad
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Seleccion de las M fomas de onda - Factores a considerar

@ Prestaciones: probabilidad de equivocarse en el receptor (P,)
» Decision: senal s;(r) mas parecida a la sefial recibida r(z)
* P, depende del “parecido” entre las senales s;(r)
* Reducir errores: incrementar la “diferencia’ entre las senales s;(7)
» Medida de “diferencia” entre senales (distancia):
* Energia de la diferencia (raiz cuadrada)

d(si(1),s1(r) = V/E{silt) — su(1)} = \//_OO [5i(2) — si(2)]* dt

@ Energia de la sefal transmitida
» La energia de la sefal transmitida esta limitada en la practica
» Cuantificacion: energia media por simbolo transmitido (E;)
* Probabilidad de cada simbolo: pg(b;) = P(B[n] = b;)
* Energia del simbolo b; = energia de la sefal s;(r)
* Energia media por simbolo: promedio de la energia de los M simbolos

M—1 [e’e)
Bo= Y pa(b) x Es(0)}, siondo {si(0} = [ Is()P ar

i=0

Universi idad
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Seleccion de las M fomas de onda - Factores a considerar (ll)

2 - TF 11/
© Adecuacion al canal: considerando su respuesta |h(t) & H(;w)]
» Minimizar la distorsion que sufre la senal en la transmision:

[dﬂ=ﬂﬂ*M0+nmJ

» Situacion ideal: distorsion lineal introducida por el canal nula (sélo ruido)
* El ruido es el Unico elemento de distorsion:

| 7(2) = s(t) + n(2) |

* Se consigue si:

[:0) % h(t) = 5:(0) B 8i(w) x H(jw) = Si(jw)

parai=0,1,--- , M — 1

Universi idad
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Escalado: mas diferencia (distancia) / mas energia

430 |
+10
t
_10 1
_30 1
T
voom | icell (@©OG) \parcelino Lizaro, 2005 L 2 Teoria de la Comunicddn ST 67 MDGG - Introduccién 337187

Respuesta en frecuencia de las senales
@ Pulso rectangular duracién T segundos

|Si(jeo)

- 0 +3 w (rad/s)
» Senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta’ en bajas
frecuencias

@ Sinusoides (seno/coseno) con w, = 27” rad/s (un ciclo en T segundos)
1S; (jw)]

2 2
- 0 +5 w (rad/s)

» Senales apropiadas para transmisién en canales con “buena respuesta’ en torno a la

‘‘‘‘‘‘‘ fr cuencia = radianes/s
e ‘ C“""s'" Marcelino LdZdl’O 2025 Teorfa de la Comunicacion MDCG - Introduccion 34/187



Conveniencia de una representacion vectorial de las senhales

@ Diseno del modulador digital

» Seleccion de las M sefales que permiten transmitir cada bloque de m bits
» Factores a considerar

* Parecido (o diferencia) entre las senales
* Energia
* Adaptacién an canal
@ Considerar los 3 factores anteriores a la hora de seleccionar las M senales
trabajando en el dominio temporal es un problema dificil de tratar
» Se simplifica utilizando una representacion vectorial de las senales
* Una senal se puede representar mediante un vector en un espacio de Hilbert

@ Representacién vectorial de las senales

» Facilita el calculo de la energia de cada senal

» Facilita el calculo del “parecido/diferencia’ entre senales

» Permite separar el problema de la adecuacion de las senales al canal de los
otros dos factores a considerar

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Representacion geométrica de senales - Espacios vectoriales

Un espacio vectorial (V) es un conjunto de elementos (vectores) que poseen las
siguientes propiedades:

@ Ley de composicion interna: suma (+)

| x,y, €V, Operaciébn suma:x +y € V|

que debe cumplir las siguientes propiedades
a) Conmutativa:Vx,y €V x+y=y +x
b) Asociativa: Vx,y,z € V [x +(y+z)=(x+y) + z]
c) Existencia de elemento neutro (vector cero o nulo)
F0€V:VXxeEV | x+0=0+x=x]|

d) Existencia de elemento inverso
|VXGV, J(—x) | x+(—x) :0|

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
wom | T [SOE0) Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Espacios vectoriales 36/187



Espacios vectoriales (ll)

@ Ley de composicion externa: producto (x) con escalares (C)

(a € C, x € V, Operacion producto: a x x € V]

que debe cumplir las siguientes propiedades
a) Asociativa:

LVO&,ﬁEC;VXEV; ax(ﬁxx):(axﬁ)xxJ

b) Existencia de elemento neutro:
LEIenE(C:VXEV; enXX:XJ

* Habitualmente

c) Distributiva respecto a la suma:
|Va€(C;VX,yEV; ax(x+y):a><x+a><yJ

d) Distributiva respecto al producto por un escalar:
LV@,BEC;VXEV; (Oé—l—ﬁ)XXZOéXX—}—BXXJ

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Espacios de Hilbert

@ Espacio de Hilbert '
» Espacio vectorial con producto escalar

‘ Notacion: (x,y) - Operacionf : (V,V) — C’

@ Propiedades de la operacion producto escalar
a) ((x,y) = (y,x)")
b) ({(e xx+ 8 xy),2) = ax (x2)+5x(y,2)
c) [(X,X) > OJ
d) ((x,x) =0 < x = 0] (vector nulo)
@ El producto escalar define una norma para el espacio vectorial

Il = Vx|
Il = (x,%)]

1 Estrictamente, el producto escalar debe inducir una distancia que en el espacio tiene la propiedad de completitud. En otro caso, es un espacio pre-Hilbert

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Norma para el espacio vectorial

@ Medida de distancia entre vectores
d(x,y) = Ix—yll|

@ Angulo entre dos vectores
(Re{(x,y)} = [Ix]| yl| cos(6)|

0 _ COS_I (Re{<X7Y>})
[Ix[| [Iy]|
@ Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Ix.¥)| < [Ixl| lyl] (igualdad:y = a xx) |

@ La definicion del producto escalar no es Unica
» Cada definicion da lugar a un espacio de Hilbert distinto

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo continuo (espacio L)

@ Producto escalar que define el espacio L,

[@mw—/mxmy%omJ

(0.9)

@ Norma inducida por este producto escalar

[Ix][ = v/ {x,%) = \//OO (1) dr = \/S{X(t)}l

@ Distancia entre dos senales
d(x,y) =[x =yl = \// x(1) = y(1)[? dt = \/E{x(2) |

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo discreto (espacio /,)

@ Producto escalar que define el espacio ¢,

(o.9]

(x,y)= Y x[n] y*[n]

n—=—oo

@ Norma inducida por este producto escalar

Ixll = Vxx)= | > k] = E{x[n]}

@ Distancia: distancia euclidea

d(x,y) = llx—yll = | > ] =yln]> = /E{x[n] - y[n]}

n=—oo
et CE Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Espacios vectoriales 41/187
Desigualdad de Cauchy-Schwarz
@ Desigualdad de Cauchy-Schwarz
16,91 < [1xI] [1yl]]

@ Expresiones para los espacios de senales de energia L, y ¢,

[ sovos]= [ mora [ oora

(0.¢] (0.¢)

Yo Ayl < | D0 kIR | D P

n—=—0oo n—=—0oo n—=—oo

@ Igualdad si los dos vectores son linealmente dependientes (proporcionales)

[y = a x X, para cualquier a € (C]

» Particulacion para espacios de senales de energia L, y 4,

|y(t) =axx(t) 0yn =ax x[n]J

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Representacion en una base del espacio vectorial

@ Base de un espacio de Hilbert H de dimension D: subconjunto de D vectores
|{¢03¢13"' 7¢D—1} € HI

» Permite representar cualquier vector del espacio mediante una combinacién lineal

X = i Cn(X) ¢n

n=0

* D coeficientes Unicos c,(x) (n € {0,1,--- ,D — 1}) para cada x € H (coordenadas)
@ Base ortogonal:

|<¢n7¢m> :Oa vn?’éml
@ Base ortonormal: base ortogonal con elementos normalizados (¢, ¢,) = 1
(D0 0n) =0, ¥ n # my también (g, ¢,) = 1 — ||¢u]| = 1|

» Coeficientes en una base ortonormal:
Cn(X) = <X, ¢n>

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
@ Objetivo (general)
» Encontrar una base que permita representar un conjunto de vectores
@ Objetivo particular
» Encontrar una base ortonormal para representar un conjunto de M senales
* Sefales (M)

5O = fso(e),s1 (), w1 (0}
* Base ortonormal - N senales (dimensién N) - N <M

| {6;(0}5 = {0(1), ¢1 (1), -+, ow—1(1)} |

Propiedades de los elementos de la base Vector que representa a s;(z)
N—1
[W a0) = [ 40 610 di = {‘1) fer=ai= |50 =3 a @(z)}
) ]:O

|||¢>,»<z>||—\/<¢j<r>,¢j<r>>— G \/6{¢j<r}—1J (@ = (50, ¢1(0) )

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Obtencion de la base

@ Paso 0: Elegir s¢(7) con energia no nula

oo(t) = M, E = E{so(t)} : Energia de sy(r)

V&
@ Paso 1
» Proyeccion de s;(t) sobre ¢y(¢)
o= {51(000) = [ 5100 500

» Ortogonalizacion - Se sustrae esta proyeccion

tdl (1) =s1(t) —aip ¢0(f)J

» Normalizacion

d () > 2
(]511‘:—,51:56111‘ :/ di(t)|” dt
‘ (2) NG {di(1)} _OOI (1)
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Obtencion de la base (ll)
@ Pasok
» Proyeccion de s, (r) sobre [{gbo(t), o1(t), - ,¢k_1(t)}] : elementos ya disponibles
de la base
O
A j = <Sk(t),¢j(t)> = / Sk(t) ¢]*(t) dt) .] = Oa 17 T 7k —1
— 00
» Ortogonalizacidn - Sustraccidn de las proyecciones
k—1
di(t) = se(t) = D anj (1)
j=0

* Si (dk(t) = Oj : (No es necesario un nuevo elemento para representar sk(t)j
» Normalizacion

Pr(t) = dk—\/fg_lz, & = E{d (1)} = /_Oo i (1) [ dt]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo Gram-Schmidt - Senales

so(?) s1(1)
+1 +1
1 1 t 1 t
1 2 3 1 2 3
—1 + -1+
52(1) 53(1)
+1 + +1
1 t 1 1 t
1 2 3 1 2 3
-1 -1+
weom | G35 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Espacios vectoriales 47/187

Ejemplo Gram-Schmidt - Paso 0

s0(7) +L¢O(t)
+1 V2
| | t } } t
1 2 g . 1 2 3
—1 A _% .
|s0(1)[?

Universidad
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Ejemplo Gram-Schmidt - Paso 1

51(0) +ﬁ°(” +f1(t)
+1 V2 2
¢ } 1t t
1 4 3 . 1 2 3 : 1 4 3
—1 _% s —75

510 % 650
a10 = (s1(£), do(0)) :/ 51(6) % B3(6) dt:()|+\/§

59 t
1 a 3
_ 1

8

V2
|dy (1) |2
di(t) = 51(8) —aro do(t) = s1(t) & = E{di(D)} :/ i (O dt = 2 |
—° 1 2 3
_1 4
d; (t) S1 (l)
t p— p—
weom | G35 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Espacios vectoriales 49/187
Ejemplo Gram-Schmidt - Paso 2
5200 o (1) #1(1) ()
+1 : +7 +73 e t
: t ! ! T t
1 2 3 R T | 3 J123
—1 V3 V2 —1
s2(1) X g (1) s2(1) x o1 (1)
> * +% T +ﬁ 1
azo = (5200, 60(0)) = | s2(t) x 65(6) dr = 0 e
- , 1 2 3 . 1 3
V2 V2
0
an = (20,010 = [ () x i) di= V2| s o
—00
t T t
1 2 3 . J» 1 2 3

[dz(t) = 52(1) — az0 Po(t) — az ¢1(f)] -1

N
~—

[52 — )} = [ I ar = 1] o — 2

5

uuuuuuuuuuu
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Ejemplo Gram-Schmidt - Paso 3

530 1 $o(1) 1 #1(1) $2(1)
+1 T T +1
} } t ! ! t ! t T t
1 2 3 T L ] 3 J 1 2 3
-1 4 V2 V2 —1
*° (1) % o8 (1) 0 x 67 (1)
S S
a0 = (30 00(0) = [ sa()x () dr= V2| P e
- t t t t
o0 | 1 2 3 _ | 1 3
a31 = (s3(t), é1(1)) = / 53(0) x 1(1) di =0 %
—00 s3(1) X @5 (1) d3 (1)
= +1 1 +1 +
a3z = (53(0), () = / 53(1) X 5() dr = 1 : :
—00 . 1 2 3 . 1 2 3

[d3(t) = 53(t) —azo ¢o(t) —az;1 ¢1(t) —azn a(t) = 0]

[S3(t) NO genera un nuevo elemento de la base ¢3(t)J

Universidad
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Ejemplo Gram-Schmidt - Base

s0(1) s1(1) s2(1) s3(1)
+1 +1 +1 4 +1
t t t t
1 2 3 1 3 { 2 3 1 2 3
—1 —1 —1 —1
_,_LQSOO) L¢>1(f) %2(0)
V2 V2 +1 T
t t '
L 1 2 3 N 1 3 J i a a
v 3 -1
aio
a = | a = s5i(t) = aip do(t) +aiy ¢1(t) + aip $2(t)
an
V2 0 0 V2 ]
a) = 0 a; = \/§ a = —\/i ay = 0
0 0 1 I |

Universidad
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Ejemplo Gram-Schmidt - Coordenadas

@ Representacion vectorial de las senales

MDCG - Espacios vectoriales 53/187

Ejemplo Gram-Schmidt - Base alternativa

@ Base

1. fo<r<1
/ l_ — Y —
%o(?) {0, en otro caso

¢K0={L if1<r<2

0, en otro caso

¢K6{L if2<r<3

0, en otro coso

@ Coordenadas en la nueva base

+1 +1 +1
ay= | +1 | aj=| —1 | a)= a, = | +1
0 0 +1

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo Gram-Schmidt - Base alternativa (ll)

so(1) s1(1) s2(t) 53(1)
+1 +1 11 +1
+ + t + t + t + + t
1 2 3 1 3 1 2 3 1 2 3
14 —1 4 -1 14
#5(0) #1(0) ¢5(1)
+1 +1 T +1 T
+ + t + t + t
1 2 3 J 1 2 3 J 1 2 3
14 -1 —1
> 0, sik#j .
o) = [ goor@a=q" 7 —di-x
—0 1, sik=j
ag’o / / / / / /
a=| a; | = si(t)=a;g¢(t) +aiy ¢1(t) +aj, (1)
A

@ 5
+1 +1 —1 +1

ay=| +1 | aj=| —1 | ay=| +1 | a{=| +1
0 0 +1 +1

weom | el Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Espacios vectoriales 55/187

Ejemplo Gram-Schmidt - Base alternativa - Coordenadas

@ Representacion vectorial de las senales

/_
ao—[

uuuuuuuuuu
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Sistemas de coordenadas alternativos

V2 0 0 V2 +1 +1 —1 +1
(ao - |: 0 :| te |: \/E :l =T |: _\/i n T |: 0 :| ta(l) - +1 a] - |: o :l aé - |: +1 ag - |: +1 :|J
0 0 1] 1 0 0 +1 +1

Universidad
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Ejemplo Gram-Schmidt - Energias y distancias

@ Energia de una senal y distancias entre senales se calculan de forma
eficiente a partir de las representaciones vectoriales de las senales

» Energia de una senal

&=E{si(0)} = /_Oo

o0

N—1
lsi(0)* de = |ail|* =) [ai
j=0

» Distancia entre dos senales

d (si(t), (1) =\/ | st - s ar

N—1
=lla; —al| = | D laiy — axl?
=0

Universidad
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Ejemplo Gram-Schmidt - Energias y distancias (ll)
@ Coordenadas en la primera base
V2 0 0 V2
{aol 0 ] alzlﬁ] azzl—ﬁ} a3:[ 0 ”
0 0 1 1
@ Coordenadas en la segunda base
. +1 , +1 . —il , +1
SEIEREIERFIERE

@ Energias y distancias (independientemente de la base elegida)

[80:2, 8—2 &—5 53:3]

‘d(So,Sl) = 2, d(SQ,Sz) = \/g, d(So,S3) =1 ’

‘d(Sl,Sz) = \/§, d(Sl,S3) = \/5, d(Sz,S3) = 2]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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dddddddd

Ejemplo Gram-Schmidt - Conclusiones

@ La base ortonormal que permite representar las M sefnales no es unica
» Es valido cualquier conjunto de N sefales ortonormales que permitan
representar cada una de las M senales de forma exacta
@ La energia de cada una de las sefales y la distancia entre las mismas sera
la misma para cualquier base ortonormal
» La eleccién de una base u otra sélo supondra una rotacidon del sistema de

referencia

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Candidatos {s;(r)}¥,' - Ejemplo para M =2 : {s0(t),s:(¢)}

So(t) S1 (l) S()(t) Sl<t)
+2 4 +2 + +2 +2 +
+v2 T +v2 +v2 +v2
+1 +1 +1 +1
t — t t — ¢
T T T
-1 -+ ] f— —1 —1
V2 + —V2 + -2 + -2 +
—2 4 —2 4 —2 4 —2 4
Conjunto 1 Conjunto 2
so(7) s1(7) so(?)
+2 +2 + +2
+v2 +v2
+1 +1
t t
—1 —1 4
—V2 —V2
-2 —+ —9)
Conjunto 3 Conjunto 4

Universidad
ue3m ‘ Carlos Il . 2
de Madrid @ cmrmcw  Marcelino Lazaro, 2025

Distancias entre las senales

@ Primer conjunto

Teoria de la Comunicacion

d(si(1), 5i(1)) = \//_Oo [si(2) — 5j(2)|? dt

d(so(t),51(1)) = \//OT 1= (=1)Pdr=2VT

@ Segundo conjunto

T
d(so(t), 1(£)) = \//0 12— 0]2 dt = 2T

Universidad
ucdm [ Carlosll -m . 4
de Madrid @ rmrmes Marcelino Lazaro, 2025

Teoria de la Comunicacion

MDCG - Modelo del sistema 61/187
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Distancias entre las senales

@ Tercer conjunto

d(s0(1), 51(1)) = \/ /0 ' ‘ﬁsen (%) _ <_¢§S€n (?))
A o e o e )

2
dt

@ Cuarto conjunto

2
dt

d(s0(f), 1 (8)) =\//0T 2sen <?) _ <2cos (277”»
:\//0T4— 8 sen <2?m> cos (?) dt =2VT

ya que
r 2t 2t 2T  , (2mt\]"
8sen| — Jcos| — | dt = | —sen” | — =0
. 0 T T ™ T )1,
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Tooria de Ta Comunicacion MDCG - Modelo del sistema 63/187

Energia media por simbolo

E, =E[€{s()})] = E [ /_ s dz]
M—1 o
=Y 60 =s) [ IsPa
@ Conjunto 1 i=0 —o0

E —1/T|1|2dt+1/T| 1|2dt—1T+1T—T
"2 2 Jo 20 20

@ Conjunto 2

E —1/T|2|2dt+1/T|O|2dt—14T—|—10—2T
72, 2 Jo T2 27

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Energia media por simbolo

@ Conjunto 3

@ Conjunto 4

@ Conjunto 1y Conjunto 2

/T o [ 27t T [7mt 1 27t 27t\1T T
cos“| — | dt=— |—=+=cos|[ — |sen | — = —
0 2 | T 2 1o 2
/T 5 [ 27t T [nt 1 2mt 27t\1T T
sen“ | — | dt=— |— — =cos| — |sen | — = —
0 2 | T 2 1o 2
1 T 1 T
E;=- (V2)’ s + = (V2)’ 5 = T’
B =1 (24
1 T 1 T
E, == (2= —22—:2T’
‘ =2 @5+
Teoria de la Comunicacion MDCG - Modelo del sistema 65/187
Respuesta en frecuencia de las senales
|Si (jw) |
b 0 +2m  (rad/s)

» Senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta’ en bajas

frecuencias
@ Conjunto 3 y Conjunto 4

|S; (jw)]

T
_ 2

T

T
2w
T

w (rad/s)

» Senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta” en torno a la
scuencia 2 radianes/s

aaaaaaaaaaa
ucdm ‘ Carlosll @@@ . 2 T
de Madrid Marcelino Lazaro, 2025
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Base y constelacion

@ Una base ortonormal para un espacio de M senales
» Vector representando cada senal

aio
ay N—1
Si(t) — a; = : Si(t) = ZCI,’J ¢j(f)
: 0
| 4iN-1 |

@ La norma facilita medir energias y distancias

N—1
E{si(0} = llaill = Y layl’
Jj=0

N—-1
2
d(si(t)ask<t)) = Hai_akH = g \aij—akJ
J=1
wien| Sl Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Modelo del sistema  67/187
Base y constelacion - Conjunto 1

SO(t) S1 (t)

+2 —— +2 ——

+VE i -

+1 +1 ——

T
t t
T
V2 —— Y, i
2 1 2 1
¢o(1) .
1 ¢ N
! VT a ap
\ \ \
! %o
: o
| —2vT =T 0 +VT  4+2VT
T

|ao = [ao,0] = +\/7, a; = [a1o] = —\/ﬂ

[$0(0) =20 do(t)  51(1) = do(r)|

Universi idad
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Base y constelacion - Conjunto 2

so(?) 51(2)
+2 +2 ——
+V2 —— +v2 ——
+1 —— +1 ——
t 1
T T
Y p—— Y,
-2 JE, B
1 ¢0(t) ) 2T .
+ﬁ a‘l 2’1()
I S
S ! —2vT =T 0 +VT  42VT
VT
|ao = [ao,o] = +2\/T, a; = [alyo] = 0]

[s0() =a0 do(t)  s1(r) = a1 po(t) |

Universidad
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Base y constelacion - Conjunto 3

so(f) s1(1)
2 —— 2
VI R
1 1
: /\
‘ t ‘ t
T
-2 — —2
Y, S S, RS
¢0(t) ) 2T .
| | |
\/ ’ | o | o - %
7\/? —2vT VT 0 +VT  +2VT

|ao = aoo] = +VT, a;=laig] = _ﬁJ

(1) = a1 ol0)

|So(t) =ag ¢o(1)

Universidad
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Base y constelacion - Conjunto 4
So(l) Sl(f)

+2 — +2 —
+v2 — +v2 ——
+1 — +1 ——
T
! t t
—V2 — 2
-2 —2

Po(?) o1(1)
AN YN/
el \/ il \S

w2 =0T ] e[ ][5 )

(50(t) = ano do(t) + a0 d1()  1(0) = @10 do(t) +ar1 61 (1))

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Distancias entre las senales - Constelacion

@ Conj. 1: [ao = +VT, a; = —\/ﬂ ‘d(ao,al) = \/‘(Jrﬁ) - (—\/T)‘z :2\/T’

@ Conj. 2: (ay = 2T, a, = 0) ‘d(ao,al) - \/\(+2ﬁ) - (0)(2 = Nﬂ

@ Conj. 3: (ag= +VT, a; = —V/T) ‘d(ao,al) — \/((+ﬁ) - (—\/?)‘2 — 2\/T’

v [T =[] o = o - of - /2n[ -7

dddddddddd
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Energia media por simbolo - Constelacion

@ Conjunto 1 (simbolos equiprobables)

1 2 ] > 1 1
Es:—< T) —(— T) _ —T:Tl
| > +VT +5 VT > T+5

@ Conjunto 2 (simbolos equiprobables)

1 2] 1 1
ES:—<2 T) Z (02 = - 4T + - :2T|
| 5 +2T +2(0) 5 +20

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Energia media por simbolo - Constelacion (ll)

@ Conjunto 3 (simbolos equiprobables)

1 2 ] 2 1 1
Es:—< T) —(— T) i —T:Tl
| > +VT + 5 VT > T+5

@ Conjunto 4 (simbolos equiprobables)

E, =% [(x/ﬁ)er (0)2] 1L {(0)2+ (x/ﬁﬂ - % 2T + % 2T = 2T

2

@ Minima energia para unas distancias entre simbolos dadas
» Conjunto 1 y Conjunto 3 requieren menos energia para la misma distancia
* Para unas distancias entre simbolos dadas, se minimiza la energia si la media de
la constelacion es nula

E[a; 0] 0
E[a,-ﬁl] 0
E[ai’Nfll 0

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Minima E, para unas distancias entre simbolos - Media nula

@ Ejemplo en espacio 1D: simbolos (ag =B —A, a; =B +A)

| 2A |
ag a; Media B
® = o oo Distancia 24
B—A B B+A

@ Energia media por simbolo (simbolos equiprobables)
1

(B—A)2+% (B+A)

(B> +A*+2AB) = B> + A®

1 1
E, = E{ag} + 5 E{a} =
1

= (B> +A* —2AB) +

» Contribucion media: B>
» Contribucion distancia: A2

@ Minima energia por simbolo para una distancia 2A

2
1
2

Media nula (B = 0) — E, = A®

wwwwwwwwwww
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Diseno del modulador digital - Seleccion de las M senales

@ Restricciones a tener en cuenta
» Energia de las sefales

» Distancia (medida de parecido/diferencia) entre senales: (d(si(z), s;(t))
> Adecuacion a las caracteristicas del canal: (s;(r) x h(t) = s;(1))
@ Representacion discreta (vectorial) de las senales
> (Constelacion de M puntos]
* M vectores a; de dimension N (representan a las M senales)
* Permite evaluar (energias y distancias) (independientemente de la base)

» (Base ortonormal de dimension N)
* N funciones ortonormales, ¢;(t)

* Permite evaluar la (adecuacion a las caracteristicas del canal)
(independientemente de la constelacion)

| Si ¢;(t) = h(t) = ¢;(1), Vj, entonces s;(t) * h(t) = s;(1), ViJ

» Constelacion vs base: restriccibn comun del disefio
* (N: Dimensién del espacio de seﬁales)

dddddddd Marcelino Lizaro, 2025 Teoria de la Comunicacion
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Modelo de comunicacion digital

By[4]

_ B[n] Aln] s(1)
Bits Codificador Modulador

Modulador Digital
R Canal
By[/]

«—

_ [] qn] r(t)
Bits Demodulador

Demodulador Digital

@ Division del modulador digital en dos médulos
» Codificador + Modulador

@ Division del demodulador digital en dos mddulos
» Demodulador + Decisor

@ Representaciones intermedias vectoriales: A[n] y q|n]
» Representacion de las senales en un espacio vectorial de dimension N
» Simplifican notablemente el disefo del transmisor y receptor

Universi idad
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Descripcion de cada modulo - Transmisor

@ Codificador

» Definee la (constelacion) : ({ap,a;,--- ,ay_1} M vectores)

* Representacion vectorial de la sefal asociada a cada simbolo
* Intervalo de indice n: vector A[n] representando s(z) en (nT <t<(n+ l)T]

» Criterio de disefo (para seleccionar la constelacién)
* Energia
* Distancia (“diferencia’) entre senales (prestaciones)

@ Modulador
» Define la (base ortonormal) del espacio de sefales:

| {po(1), 1(2),- -+, on—1(2)} N sefnales |

» Criterio de disefno (seleccionar las N funciones ¢(r))
* Adaptacion a las caracteristicas del canal

)« 1)) = () B @uliw) H(jw) = 24(jw))

Universi idad
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Descripcion de cada modulo - Receptor

@ Demodulador
» Convierte la senal recibida, por intervalos de simbolo, en vectores en el

espacio de sefales definida por la base {¢ ()},

* Intervalo de indice n: vector representando (r() ennT <t < (n+ 1)T)

@ Decisor
» Compara el “parecido” entre la senal recibida y las M posibles senales
{s0(?),s1(t),--- ,spu—1(¢)} para decidir simbolos
* Medida de la distancia en la representacion vectorial
* Compara las distancias entre:
- Vector de la senal recibida en el intervalo de simbolo: q[xr]
- Vectores de los M posibles simbolos: a;, fori € {0,1,--- ,M — 1}

|d(aln],a0). d(a[n], 1), d(aln],a), - ,d(aln], ay—1)|

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Demodulador

r(t) |

| q[n]
| Demodulador

Vectores

Senal

@ Obtiene la representacion en tiempo discreto de la senal recibida r(r)
» Proyeccién en el espacio de senales N-D del modulador

qo[n]

qln] = q]:[n] = r(¢) en base ortonormal {¢o(t), ¢1(t), - , dv—1(£)}

av1l]

@ Proceso de la senal a tramos: por intervalos de simbolo
» Vector q[n]: representacion discreta de [r(t) ennT <t< (n+ 1)Tj

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
veom | Gaicsil (@O0 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Demodulador 80/187



Demodulador por correlacion

@ q[n]: producto escalar con ({¢o(t — nT), ¢ (t — nT),- -, ¢y_1(t — nT)})

» Soporte de ¢ (1) :

‘nT§t<(n+1)T’

» Soporte de ¢ (t — nT) :

(n+1)T

auln] = (1), dult — nT)) = / (t) ¢ (t — nT) dt

nT

@ Correlacion: Implementacion directa del producto escalar

¢p(t —nT)
ddddddddddd
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Demodulator usando filtros adaptados

(n+1)T (n+1)T

H(¢) $1(t — nT) dt = / r(7) 61(r — nT) dr

nT

giln) = (r(t), gu(t — nT)) = /

nT

@ Filtrado de la sefnal con un filtro con respuesta al impulso /()

o0

yi(t) = r(t) * b (1) = / r(7) hi(t — 1) dr

— 00

» Respuesta del filtro adaptado (A (t) = o5 (—1)
wo = [ di-a-myar= [ ) si—iar

— 00 — 00

» Valor de la senal y,(¢) en el instante r = nT

o . r(1) i qr[n]
yi(nT) = (1) ¢g (1 —nT) dr = qi[n] o (—1) —
—0
\\\\\\\\\\\ t = nT
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Demodulador con filtros adaptados causales
@ Soporte de la respuesta al impulso: elementos de la base

» Funciones - definidas en

» Soporte de los filtros adaptados A (t) = ¢;(—1)

* Funciones : definidas en
* NO causales (anticausales)
* Implementation real NO es posible

@ Implementacion real de los filtros adaptados
» Conversion a respuesta causal: retardo de T segundos

BE) = (e =T) = ¢i(=(1=T)) = ¢{(T—1)

» Producto escalar (para obtener la coordenada g¢[n])
= Elfiltro causal 4! (1) retarda la sefal de salida T segundos

1) = r(0) * W (1) = yu(2 — )]
* El instante de muestreo se debe retardar T segundos
| auln) = (r(1), du(t = nT)) = ye(nT) =y ((n + 1)T) |

ddddddddddd
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Implementacion de un demodulador N-dimensional

¢n—1(t —nT)
Correladores Filtros Adaptados

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Implementacion de un demodulador N-dimensional

¢y (t —nT)
Correladores Filtros Adaptados (Causales)
el Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién MDCG - Demodulador 85/187

Ejemplos de implementacion (Correladores)

r(7)

qo[n]

CO— i e

1
VT
a) Conjuntos 1, 2

\/gsen (27”t) \/gcos (2777)

(b) Conjunto 3 (c) Conjunto 4

NOTA: sen (3 1) = sen (3 (¢t — nT))

uuuuuuuuuu
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Propiedad del filtro adaptado - Maxima relacion S/N
@ Filtrado de una sefal s(r) m&s ruido n(¢) con un filtro A(z

M [

» S : Energia en ¢ debida a la senal s(¢)
* s(t) es una senal real determinista
» N : Energia en ¢ debida al ruido n(r)
* Modelo n(r): proceso aleatorio estacionario, blanco y gausiano, con estadisticos

$,(io) = 22, Ra(r) = 226(r)

» Calculo de la relacién senal a ruido (S/N)
S _ Energia en g debida a s(z)
Energia en ¢ debida a n(r)

* Busqueda del filtro real #(7) que maximiza la relacion S/N
i | S Marcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacion MDCG - Demodulador 87/187

Propiedad del filtro adaptado - Maxima relacion S/N (ll)
(1) =(s(t) + n(2)) * h(2) = s(2) * h(t) + n(t) * (1)
= /_ s(7) h(t — 1) d7 + /_ n(t) h(t — 1) dt

q
@ Salida del filtro {

@ Valorenelinstante t =0 |g = ¢(0) = /00 s(7) h(—7) d7'-|-/oo n(t) h(—7)dr =s+z

término de sefal=s término de ruido=z

@ Relacion senal a ruido en ¢

» Calculo de E[|s|’]
* Procesado de s(t), sefal determinista

E [|s|2] —|s]> = ’/_O:o s() h(—) dr

2
(valor determinista)

» Caélculo de E[|z|?]

* Procesado de n(t), senal aleatoria
Calculo del valor esperado de |z|? teniendo en cuenta los estadisticos de la sefial de ruido n(r)

Universi idad
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Propiedad del filtro adaptado - Maxima relacion S/N (lll)
@ Estadisticos de n(r)

. . N . N
‘ Densidad espectral de potencia S, (jw) = 70; Autocorrelacién R, (1) = 705(7)

@ Calculo de E [|z[?]

E[|z] =E K/_t:o n(r) h(—7) dT) (/;OO n(8) h(—6) deﬂ

_/ / Eln(r) n(O)] h(=7) h(~0) dr do

oo
/+°° /+°° Noscr — 0y n(—r) h(—) dr b
Rn("’ 6)
=2 [ enpar =2 [ iy ar =2 o)

NOTA: se ha aplicado la propiedad de la integral de una delta multiplicando a una funcién

+ oo
[ [ ) 8= x0) ax =f(XO)]

Universidad
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Propiedad del filtro adaptado - Maxima relacion S/N (IV)

e ’/_o:o s() h(—) dr i

L
L D

., - . S
@ Relacioén senal a ruido <1V> =
q

@ Desig. Cauchy-Schwarz (s(t), h(t) € R)

H | stoynnyar "< (/" borar) ([ mniar)

» La igualdad (valor maximo) se obtiene para h(—¢) = a x s(t), « € R
@ Relacion senal a ruido maxima:

<£> ) (/_o:os(f) h(—r) dT>2

N No
™ e (a)
h(—t)=a s(1)

([porar) (o [T sefar)

% a2 E{s(1)} %

max

h(t)

Universidad
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Propiedad del filtro adaptado - Maxima relacion S/N (I1V)

De este resultado se obtienen dos conclusiones:

@ Para senales reales, la relaciéon sefal a ruido a la salida se hace maxima
cuando i(t) = a s(—t) para cualquier valor de « (exceptuando a = 0) v,
particularmente, para el filtro adaptado

h(r) = s(~1)|

Para senales complejas se llega a la misma conclusion pero con el filtro
adaptado complejo

h(r) = s*(~1) |

@ La relacion senal a ruido a la salida del filtro adaptado no depende de la
forma especifica de s(¢)

» S/N depende de (E{s(1)}
» S/N depende de

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacién MDCG - Demodulador 91/187

Demodulador - Modelo estadistico de q[n| para A[n| = a;

@ Modelo de la salida del demodulador q asumiendo:

» Eleccion éptima del modulador para el canal
* Base ortonormal:

T . .
Base ortonormal : (¢;(t), é(1)) = /0 &i(0) ¢ (1) dr = {? : i ij = 5[j — A]

* Adecuacion al canal — canal gausiano:

(910 % h(0) = () = 1)) = (1) + (1))

» Simbolo transmitido es

a; o
ai, | N-l
A[I’l] =a;, = . — S(t) = ZGU ¢j(l‘ = l’lT)
: nT<t<(n+D)T 55,
a;N—1

* Para simplificar la notacién, n = 0. Primer simbolo: intervalo 0 <t < T

N—1
AEAOZi = ii Qi
== 1), =3 0

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Demodulador - Modelo estadistico de q|r| para A[n] = a; (ll)

@ Coordenada de indice k de q[n] (para simplificar la notacién, n = 0)

qr =(r(1), $u(1)) = /OTr(f) G (1) dt = /OT(s(t) +n(1) ¢ (1) dt
7 [N—1 T
:/0 ; aij ¢;(t) | ¢x(2) dt +\/0 n(t):bk(t) dj
N—-1 T N—1 *
:Z“m’/ &i(1) g dt+z = aij 0l — K + 2 = aip + 2
=0 70 =0

T
a:Anm@@m

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente

@ Modelo completo de la observacion q[r] dado que A[n| = a;

ao 20
a| <1
q[l’l] — . + . =a;,+1Z
| d4in-1 | | AN—1 |

@ Canal discreto equivalente

Canal )ﬂ{ DemoduladorJ&

n Canal n| = Aln| + zn
Aln] Disi?gto q[n] = A[n] + z[n]

Equivalente

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Canal discreto equivalente - Modelo estadistico para z

@ Modelo para n(r) es un proceso aleatorio gausiano

@ Coordenadas {zo,z1," - ,z2v—1} Son variables aleatorias conjuntamente gausianas
» Caracterizacion: Funcién densidad de probabilidad conjunta gausiana

» Parametros

* Vector de medias
* Matriz de covarianzas

@ Media de cada coordenada

lal = £ [ [ n0) 610 a] = [ Eo)] 650 ar=0

my (1)=0

aaaaaaaaaaa
uc3m | Carios il — . p . N
m ‘ dddddddd QOEle) Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion

Canal discreto equivalente - Modelo estadistico para z (ll)

@ Covarianza entre dos coordenadas

MDCG - Demodulador 95/187

0 (1— T)— Yo o(t—7)

2

Cov(z, z) =E[z z}] = E K/()Tn(t) ¢; (1) dt) </0T n*(7) ¢x(7) dT)]
/ / Eln(0) n*(1)] 67(0) 6(7) dt dr

:/0 O @5(;_7)¢J()¢k(7)dtm
T
=2 [ 650 out ar= "2 o~

» Variables aleatorias z; y zx (k # j): (Incorreladas — Independentes)

* Son conjuntamente gausianas con covarianza nula

. . N
» Varianza de cada componente de ruido z;: |o? 0

uuuuuuuuuuu
uc3m | Carlos il — . . . L
m ‘ dddddddd @(D@ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacién

szT

MDCG - Demodulador 96/187



Distribuciones marginales y conjuntas para z
@ Distribucion marginal

1 _i
ka(Zk) - e ™

, , . N
» Gausiana: media nula y varianza 2 Vzk(zk) =N (O, 70> ’
@ Distribucion conjunta para z = [20,21,

’ 7ZN—1]T

Hf Z%) ! e_Ek 12]5 1 e
Zk

No)V72 (TN /2¢ :

» Conjuntamente Gausianas (N-dimensional) e independientes: media nula 'y

varianzas
fz( )_ (0 7) |

Teoria de la Comunicacion

wwwwwwwwwww
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Distribuciones condicionales para q[z| dado A«

@ Canal discreto equivalente (q[n] = A[n] + z[n])
@ Distribucion para cada coordenada dado An| =

1 _i N,
[qk = a; + Z, COﬂka(Zk) = \/We NIB =N <0, —O)J
0

1 _ (g—a)? Ny

qu|A(C[k|ai) = \/77'_]\/06 e =N (ai,k’ _)
» Gausiana: media a;; y varianza %o

@ Distribucion de la observacion conjunta q[n] dado A[n] = a;

N1 (qk*ai,k)z
fqa(qla;) quk|Ak(Qk|al k) = W Lm0
_ 1 _ la—al® a|| _ AN NO
(7rN0)N/2 )
» Gausiana (N-dimensional): media a; y varianzas
3m‘§:jZ:EI:I Marcelino Lizaro, 2025
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Decisor

Decisor -
Vectores -Slmbolos

@ Estima la secuencia de simbolos transmitidos B[n]

» Estima de esta secuencia simbolo a simbolo
» En el instante discreto n:

* Se procesa la observacion en n, i.e., qn]
* Se estima el simbolo transmitido en n, i.e., B[n]

@ Obijetivo de diseno
» Minimizar la probabilidad de error de simbolo P,

Decisidn para minimizar P, = P(B[n] # Bn]) |

Universi idad
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Diseno del decisor - Regiones de decision

@ Alfabeto de M posibles valores
|B[I’l] € {b07b17 e 7bM—l} I

@ Forma de establecer la decision para una observacion q[n]
» Division del dominio de q[n] en M regiones disjuntas
* Cada region (I;) se asocia a un simbolo (b;)

Bln] = by siqn] € I |

* Por eso se denominan (Regiones de Decision)
*» NOTA: hay una asociacion univoca Bln| = b; <> A[n] = a;

| Bln] = by < Aln] = a; |

@ Diseno de las regiones de decision
» Division del dominio de q(r] para cumplir el criterio de disefio del decisor
* Minimizacién de la probabilidad de error de simbolo P,

Universi idad
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Diseno del decisor

@ Para simplificar la notacion: q = qn] — B = B[n]
@ Probabilidad de error para un caso concreto
» Caso: [q =q— B= b,-]

P.(q=qo — B =b;) =P(B # bilq = qo) = 1 — P(B = bj|q = qq)
=1 — pp|q(bi|qo)

» Probabilidad condicional (pg|q(bi|qo)| : Probabilidad a posteriori

@ Probabilidad de error para un decisor “tonto” (decision constante)
> Decision es siempre B = b;, para cualquier valor de q
* Promedio de la probabilidad de error al decidir B = b; para todos los valores de q

oo

P.(B = b;,Vq) =E, (q0) |:Pe(q =q — B= bi)} = / [1 = paiq(Bi]q0)] fa(do) dao

— o0

- / Falqo) dgo — / Pala(bila0) fa(ao) dao

=1 —/ Palq(bil90) fa(q0) dqo

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
veom | G 088 MirceTmo Lézaro, 2025 Teoria de Ia Comunicacion MDCG - Decisor 101/187

Desarrollo del decisor (ll) ]
@ Extension para una decision general: [Decidir B=b;siqe I,]

M—1
Po=1- 3" [ pubilan) fulao) dag
i=0 1

@ Minimizacion de la probabilidad de error
» Se minimiza maximizando el segundo término

» fq(qo) es independiente del simbolo transmitido o decidido
» Para cada valor de qp se puede elegir pg|q(biqo)
* Esto equivale a asociar q¢ a la regidén de decision I (k € {0,1,....M — 1})

@ Disefio de las regiones de decisién - (CRITERIO MAXIMO A POSTERIORI)
> Asignacion de q = qo a la region I; que maximiza pp|q(bi|qo)

| Q0 € 1 Si pgiq (bildo) > piiq(bildo), Vj#i|

> En el caso: [pgjq(bildo) = priq(bxl0) > Priq(bilQ0), ¥ j # {i,k}]
* Asignacion arbitraria de qp a I; o I;

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Regiones de decision para P, minima - Un ejemplo

pB|q(b0|q)

pa|q(b3]q)
PB|q (bl |q)
/)b’\(](bl \(l)
| |
| | | | q
ao a a a3
yi AV \|/ \lg \
N [4h) [4R) 7N I 4
I I I I
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacién MDCG - Decisor 103/187

Criterio Maximo A Posteriori (MAP) - Desarrollo

@ Probabilidades a posteriori pg4(bi|qo) - Regla de Bayes

Palq(bjlqo) = pB(bj;(ﬁl(;()qObj)]

» Teniendo en cuenta que B = b; implica que A = a; y viceversa
qu|B(q0|bj) Efq|A(‘I0|aj)J

@ Criterio MAXIMO A POSTERIORI (MAP): Se asigna qo a [; si

pa(bi) fya(dola) _ pa(b)) fqa(qola;) . .

> =0,--- M—1,j#i

fq(QO) fq(qO) / 7
Como f,(qo) es una cantidad no negativa

q € I si ps(bi) fqa(dolai) > pp(b;) foa(dola) Vj i

pa(a;) fqa(qola;) > pa(a;) fya(qola;)

uuuuuuuuuuu
3 Carlos Il . L . . .z
veom | Caicll (YOO Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion
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Criterio MAP: Ejemplo binario con f;1(qo|a;) gausiana

pa(ao) fqa(qlao) pa(ar) fga(qlar)

T T I T q
¢ a0 qy N
N IO 7\ Il (4
wra Ny M2
0 1 0 palai
u— A A 7.\ I — = sy Yu /s I — us
2 2 (al _ aQ) 0 ( o0 q ) 1 [q OO)

P, =PA(30) /Ifq|A((I\ao) dq +PA(31) /Ifq|A((l‘al) dq

Teoria de la Comunicacién

uuuuuuuuuuu

MDCG - Decisor 105/187

Criterio MAP: Ejemplo binario con f; 4 (qo|a;) gausiana (Il)

@ Cualquier otro umbral de decision incrementa la probabilidad de error

pa(a0) fqa(dlao) pa(ar) fya(qlar)

- - q
a a)

AN
e |

A=

Iy

) 2

I

pa(a0) fqa(dlao) pa(ar) fya(qlar)

. : q
o a)

y)
N

wve |

A=

) 2

I 0 I 1
uuuuuuuuuu
veom | Gaicsil (@O0 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Decisor 106/187



Criterio de Maxima Verosimilitud

@ Acrénimo ML (Maximum Likelihood)
@ Se aplica cuando los simbolos son equiprobables

1
2 Vi

pe(bi) = pa(a;) =

@ En ese caso, q( se asigna a la region I; si
faa(ola) > foa(als) VG# ]

aaaaaaaaaaa
3m | Carlos il — . p . o
vesm ‘ dsMadria @ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacién

Criterio ML: Ejemplo binario con f; 5 (qo|a;) gausiana

faa(qlao) faa(qlar)
f f f q

. o g om .
N IO 7\ Il L4

Q)+ a

‘ u:%a 10:(_Ooaqu)7 Il = [qu,OO)’
1 1
P, = = fq|A<q‘aO) dq + 3 fqlA(q|al) dq
2/ 2 /i

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
3 Carlos Il . L . . .z
veom| Gaesi EO8Y \arcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion
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Criterio Minima Distancia Euclidea: f,1(q|a;) gausiana y ps(b;) = 1/M

@ Criterio ML: q, pertenece a I; si

2 2
1 _HqO—aiH2 1 _ llag—a;ll _||‘lo*ai||2 _ lag—a;ll

W@ No > We No \V/] # i ‘e No > e No VJ §é l’

» La exponencial es una funciéon mondtona creciente ¢ > e” < a > b

<llgo—al? Vj#i

[llgo — il

» Aplicando la definicion de la norma de un vector

2 = |d(qo, )|’

N—1
lao —ail]* = Z g0k — aik
k=0

» Criterio de minima distancia euclidea (MED: Minimum Euclidean Distance)
Lq € I; si d(qo, a;) < d(qo, a;), Vj # iJ

Universidad
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Decisor de Minima Distancia

@ Simbolos equiprobables

@ Distribucion fy 4 (q|a;) gausiana (ruido gausiano)
NOTA: En realidad, también se cumplira para cualquier distribucion simétrica respecto del origen (funcién par) y
decreciente en el caso 1-D, ya que en ese caso dos distribuciones con distinta media “se cortaran” en el punto
medio entre ambas medias, o para funciones de base radial decrecientes en el caso N-D

mind(e,a;)
L

Universi idad
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Calculo de la probabilidad de error

@ Cuando se transmite el simbolo B = b; (0 A = a))
» Distribucion de la observacion fqa (qla;)
» Probabilidad de error condicional (Pe|3:b,- = Poja—a, = Pe|a,-j

* Se produce un error si (B = b; # b;
» Esto ocurre cuando

P, = faa(ala;) dq
qél;

@ Probabilidad de error total
» Se promedian las probabilidades de error condicionales

M—1
Pe = ZpA(ai) Pe|a,-
i=0

M—1
. . 1 1
* Para simbolos equiprobables {pA(a,-) == — P, = W E P,
i=0

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo

@ Caso unidimensional (N = 1) y binario (M = 2)
» Constelacion (ag = —A, a; = +4)
» Simbolos equiprobables pa(ag) = pa(ai) = 3
> Regiones de decision (Umbral g, =0 — I = (—00,0), I; = [0, 0)]

ao a]
@ f @ q
-A q,=0 +A

N IO 7\ Il (4

@ Probabilidad de error

Pe :pA(aO) Pe|a0 +PA(31) Pe|a1

1 1
:E Pe|a0 + E Pe|al

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Probabilidad de error B = b,

faia(qlao)

a0
L f f q
—A qu = 0 +

N
L)

Io Il

A
) 2

@ Distribucion fya(q|ag) gausiana de media —A y varianza N, /2

Pea, = fqa(dlag) dq = 0 | —=
|ag o q| ‘ ) N0/2

ddddddddddd
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacién MDCG - Decisor 113/187

Probabilidad de error B = b,

fq|A(q|al)

a]
f f ¢ q
—A qQu = 0 +

N
L)

I() 11

A
Vv

@ Distribucion fya(q|a;) gausiana de media +A y varianza N,/2

Pea, = foa(qla)) dq =0 | —=
|ai - QIA( a;) No 2

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Probabilidad de error total - Interpretacion grafica

1 1 1 1
P, = EPe|ao + EPeIcn = 2 fQ|A(q‘aO) dq + 5/ fQ|A(q‘a1) dql
q¢10 Q¢Il
NANCED 2 Jala(al21)

AN
N
A
L 2

10 Il

1 faa(dlag) 5 faa(alar)

¢ —¢ q
—A q, tA
yi \ £
N N\ (4
ddddddddddd IO Il
weom | G35 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Decisor 115/187

Resultado general caso 1-D binario equiprobable

@ En este caso, se tienen las siguientes condiciones
» Regiones de decision
* Umbral en el punto medio de los dos simbolos

_apt+a
qu = 5
*x Distancia de cada simbolo al umbral
d a0, A
[d(ao,qu) =d(a,q,) = %J

@ Probabilidad de error

d(agp,a;)

P, =
2\ No/2

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo binario 2D

@ Simbolos equiprobables pa(ag) = pa(ai) = 3

., 0
@ Constelacion |ag = a; =
0 0 5 a] A
@ Regiones de decision: frontera o = ¢
q0 q0
ly=49q= qo=2q1ph=9q= 1q0 < qi
q1 q1
q1
qo0 = 41
A € A
o
® 90
A
uesm :Cz:ﬂégzﬁ Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién

Distribuciones fya(q|ao), fqa(glai) (A = 1)

XS
AN

il 0

N I

Ay ORI

LR AN
5 AN

Universidad
Carloslil
de Madrid

ucdm

Marcelino Lazaro, 2025
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Calculo de las probabilidades de error

@ Hay que integrar las distribuciones condicionales para a, y para a, fuera de
sus regiones de decision

@ Integrales de gausianas en 2D en un semiplano
» No existen expresiones analiticas ni tablas numéricas

Universi idad
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Cambio de sistema de coordenadas

@ Se puede realizar un cambio de coordenadas

» Uno de los ejes pasa por los dos puntos de la constelacion
» Se gira la constelacidn 452 (sin cambiar escala)

» El valor de la segunda coordenada es nulo para ambos simbolos

Universi idad
voom | iesll (@O \farcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién MDCG - Decisor 120/187



Cambio de sistema de coordenadas

@ Se puede realizar un cambio de coordenadas

» Uno de los ejes pasa por los dos puntos de la constelacion
» Se gira la constelacion 452 (sin cambiar escala)

1 1

qo = E(qo —q1), 41 = ﬁ(cm +q1 — A)

» Nueva constelacion (se mantiene la distancia)

LA A
ay = (\)/5 , a) = (\)/5

* Se puede eliminar la segunda coordenada : Espacio 1D!!!

/
. . I()
R . R
_A LA q
V2 V2
Universidad
voom | iesll (@OGE) \parcelino Lazaro, 2025 Teorfa de la Comunicacién MDCG - Decisor 121/187

Desarrollo formal del cambio de coordenadas

1 1

® Transformacion: g, = —=(a — a1). 4; = ﬁ(qom—A)’

@ Si A[n] = ay, entonces (qO =ap0+ 20 = A —|—Zoj (ql = do,1 +z1=0 —|—le

/

1
9 Amay V3 ((ag,0 +20) — (ag,1 +21)) =

%<<A+zo)—(o+z1>> = %4-%(20—21)

N N——

"6,0 %
aes = (@00 +20) + (a1 +2) —4) = —= (At20) + OF21) —4) = —= (o +21)
Ny =5 (00 F 20 ag, + z1 =7 20 21 =5z ta
—————

!
4

@ Si A[l’l] = a; entonces (qO =ajo+2z = 0 +ZOJ (ql =ai1 + 21 =A +Zl)

, 1 1 1
b sy =5 (@0 +a) = (a1 +2) = 75 O+ @) = Uta) = =25+ —= (@ —a)
———  N———

/ /
4.0 0]

’

1 1
q) =— = —

N ((a1,0 + 20) + (ar,1 +z1) — A) ﬁ((0+zo)+(A+11)—A):

1
%(ZO‘FZI)
————

o
“1

Universidad
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Desarrollo formal del cambio de coordenadas (ll)

@ Coordenadas de la nueva constelacion

, +-4A . _A
il

> No hay término de senal en la segunda coordenada

Z%(Zo—zl)J =

@ Términos de ruido |z

7= E(ZO +21)J

» Terminos z; y z{ proporcionales a zo — z; Y a zo + z1, respectivamente
> Son independientes (gausianos e incorrelados)

N, N,
|C°V(ZO — 21,20 +21) = El(z0 — 21)(z0 + 21)] = E[ — 2] = — - OI

2 2
* Se puede descartar la segunda coordenada (no hay sefial y el término de ruido z| es independiente
de z)
» Estadisticos de z,
B| (o= 2)| = S Elal - sEla] =0
=E|—F(2 —z —=Elz0| — —=Elz1] =
\/5 0 1 \/z 0 \/§ 1

1INy 1N 0 Mo
22 22 )

[Var(z{)) =E [(% 20 —21) ] —E[zo] + E[zl] Elzz] = 5

Universi idad
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Resultado general caso binario equiprobable

@ Siempre es posible encontrar un cambio de coordenadas con uno de los
ejes pasando por los dos puntos de la constelacion
» Lo relevante es la distancia entre los puntos
@ En este caso, se tienen las siguientes condiciones
» Regiones de decision para simbolos equiprobables
* Umbral en el punto medio de los dos simbolos
Ao+ a
W
* Distancia de cada simbolo al umbral

d(ay, al)]

(d(aoaqu) = d(al,qu) — >

@ Probabilidad de error

d(ag,a;)
2/ No/2

Universi idad
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Espacio 1-D M-ario

@ M = 4, simbolos equiprobables p4(a;) = }T
@ Constelacion: (ag = —3, a; = —1, a, = +1, a3 = +3)
@ Regiones de decision: umbrales g,; = —2, g2 =0, g3 = +2
LIO = (=00,=2], I = (=2,0], b = (0,+2], I = (+2,+00) |

o a a a3
® | ® | ® | ®
-3 52 -1 0 1 2 3 N
L L 2

@ Probabilidades de error condicionales

1 1
Pe|ao = Q <T0/2> 5 Pe\al = 2Q ( N0/2> 5 Pe|a2 = Pe|al7 Pe|a3 = Pe|ao

@ Probabilidad de error total
e, 1
P, = — P, i =
3 2, P =30 ( No/2>

Universidad
3m | Carloslil [(OSE) . p . S
vesm ‘ dsMadria @ Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién
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Calculo P, ,,

faia(qlao)

a3
—e
) -3 2 -1 0 1 2 3
Iy
o, Ny
@ Distribucion q|A(q\a0) =N ap, 7
» Gausiana: media ap = —3 y varianza Ny /2
@ Probabilidad de error
> Integrar fya (qlao) fuera de Iy
Pela, = Jaa(d|ao) dq =0 TO/Z

aély

Universi idad
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Calculo P,

@ Distribucion [[qm(q‘al) — N (31,%)]

» Gausiana: media a; = —1 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error
> Integrar fyia(qla;) fuera de I

Pe|a1 — fq|A(q|al) dq - 2Q
I

q¢ N0/2

ddddddddddd
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Calculo P, ,,

-3 -2 -1 OE 1 }2 3
14}

@ Distribucion }fqm(q\az) :N(az,%>

» Gausiana: media a, = +1 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error
> Integrar fya (qlaz) fuera de I

Pe|32 — y fq|A(q|aZ) dq - 2Q

uuuuuuuuuuu
veom | Calieli OGS Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Decisor 128/187



Calculo P,

@ Distribucion [/q|A(q|aS) =N (33,%)}

» Gausiana: media a; = —3 y varianza Ny/2
@ Probabilidad de error
> Integrar fya (q|a3) fuera de I

Pja, = faa(glaz) dq =0 | ———
a3 q¢13q|(|) N2

Universidad )
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Decisor M-ario en espacio multidimensional
@ Ejemplo: constelacion de 16 simbolos con regiones formando una reticula alineada con los
ejes qo Y qu

q1

o
®
&
®
[\S)
©
w

90

niversi

™ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacién MDCG - Decisor 130/187



Calculo de la probabilidad de error para a

@ Coordenadas del simbolo: |ag = l j_i ]

> Distribucion fya (q]as): gausiana 2D en ag (0> = No/2)

N +1 N,
a8 ((2]5)
@ Calculo de la probabilidad de error condicional P,

» Regién de decision - Cuadrado and

* No hay expresiones analiticas para calcular directamente la integral de una gausiana fuera de este

cuadrado
e ‘ sl (OO0 Marcelino Ldzaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Decisor 131/187

Espacio 2D - Regiones de decision forman una rejilla

@ Las regiones de decision se pueden describir mediante dos condiciones
independientes sobre ¢, y sobre ¢, que han de cumplirse de forma
simultanea

» Ejemplos

‘IGEOS‘]O<ZYOSCII<2’

[1250§40<2y2§%<00]

» Se puede descomponer el problema 2D en 2 problemas 1D acoplados
(Pdai =1- Pa|ai =1- Pa|ai,o X Pa|ai,1 =1- [(1 o P€|ai,0) (1 B Pe|ai,1)]]

* La probabilidad de acierto P,|,, se puede escribir como el producto de la
probabilidad de acertar en cada una de las dos direcciones del espacio
Pajao X Paja,

* La probabilidad de acierto en una de las direcciones del espacio (P4, , 0 P4, ,)
se puede escribir como 1 menos la probabilidad de error en esa direccion (P, , 0

Pea,)
Universidad e ‘ ai,\
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Tres tipos de regiones de decision
o TIpO 1: ({10,1371127115}J

» Una unica frontera de decisidén en cada direccidon del espacio

(*) T|p0 2: ({157167197[10}j

» Dos fronteras de decision en cada direccion del espacio

e Tipo 3: ({1, 1,14, 5, 15, L1, I3, 114}

» Una frontera en una de las direcciones del espacio

» Dos fronteras en la otra direccion

@ Calculo de la probabilidad de error para simbolos equiprobables
» Simbolos de un mismo tipo: misma probabilidad de error condicional

* Ejemplos de cada tipo: (ao (Tipo 1), as (Tipo 2), a; (Tipo 3))

M—1
1 1 1
P, = ;pA(ai) Pe\ai =4 X Epdao +4x 1_6P€|35 +8x Epe|a7
1 9 1
=30 -0
N0/2 4 N0/2
ue3en ‘ :C}vﬂégzﬁ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion

Tres tipos de regiones de decision

q1

a9 aj a a3
[ @ 3 [ [
a, as ag a7y
[ e | [ [
=3 —1 1 3
; ; ; ; q0
ag a9 aj0 a1
[ e 1 [ [
a2 a3 a4 a5
[ @ -3 + ) [ ]

Teoria de la Comunicacién
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Regiones de Tipo 1 (ejemplo a,)

fqo\aiﬂ() (q0|a0,0)

M 2

ao,o
— a] a a3
o o ® 4+3+ ] [ ]
N}
a as ag ay
— [ o 41+ e °
=3 ; —I‘I 0 +|1 +|3
E‘_ T T T T
= ag a9 ajo a
- ] e -1+ e ]
=
5
apn a3 a4 ajs
[ ] ® -3+ ] °
>
Universidad
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Regiones de Tipo 1 (ejemplo a)

@ Direccion del espacio g
» Media de la distribucion gausiana 1-D: ap o = —3
> Regién de decision : (—oo < gp < —2)

1
Pa|ao,o:1_P€|ao,o:1_Q< NO/ > |
@ Direccion del espacio ¢

» Media de la distribucién gausiana 1-D: ap; = +3
> Regién de decision : (+2 < g1 < +0)

1
P T e 710 ( No/2>

@ Probabilidad de error condicional

2
1 1 1
Pem:l_[l_Q( N0/2>] :2Q< N0/2>_Q2< N0/2)

Universidad
ucdm [ Carlosll -m . 4
de Madrid @ rmrmes Marcelino Lazaro, 2025
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Regiones de Tipo 2 (ejemplo as)

Jaolai o (q0las,o)

O 1 S

as o
a9 a] a a3
o ® 4+3+ ] [ ]

as |

“ of

Q
T

L el

L o8

ag a9 aj0 a
Py ° o 14 o
o
S
= ap a3 a4 ajs
- ° o 34 o °
E
&
>
Universidad
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Regiones de Tipo 2 (ejemplo as)

@ Direccion del espacio g
» Media de la distribucion gausiana 1-D: as o = —1

» Regidn de decision : (—2 < ¢ <0

1
Pa|as,o :1_P6’|as,o :1_2Q< NO/ ) |
@ Direccion del espacio ¢

» Media de la distribucion gausiana 1-D: a5 = +1

» Regidn de decision : (0 < ¢; < +2)
Py . =1—=P,,. . =1-20 !
a|a5’1 e|a571 /—0/

@ Probabilidad de error condicional

2
1 1 1
et ()| () @ ()

Universidad
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Regiones de Tipo 3 (ejemplo a,)

fqo \a,*ﬂo (qo |a7,0)
w 9
aro
ap aj a a3
° ® 13+ o .
— a as ag
o ° ® +11+ )
N
-3 -1 0 +1
| | | 1
T T T T
ag a9 aj0 a
—~ [ ] ® -1+ [ ) °
-
S
= an a3 a4 ajs
- . e 3+ e .
s
N
&
Universidad
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Regiones de Tipo 3 (ejemplo a;)

@ Direccidn del espacio g
» Media de la distribucion gausiana 1-D: a7 o = +3
> Region de decision : (+2 < go < +0)

1
Pa|a7,0:1_P€|a7,0:1_Q< NO/)I
@ Direccidn del espacio ¢,

» Media de la distribucién gausiana 1-D: a7 = +1
» Region de decision : (0 < g < +2

1
Pa|a7,1 :l_Pe|a7,1 = 1_2Q< No/2> |

@ Probabilidad de error condicional

(\9)

MDCG - Decisor 139/187

R (o ) ) o ) e ),
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Decisor M-ario en espacio multidimensional (ll)

q1 4
A
0 lheivr 4+ oI
I
5
— —— = | |
- " - +£ 4

o °
—1 T b I I

@ Las regiones de decision forman una rejilla, pero no alineada con los ejes (base) del
espacio
» Cambio de coordenadas: ratacion de 45°
* Las regiones de decision estén alineadas con los nuevos ejes
* Es posible calcular la probabilidad de error en ese caso
. ‘ :C}vﬂégzﬁ Marcelino Lazaro, 2025

Teoria de la Comunicacién MDCG - Decisor 141/187

Decisor M-ario en espacio multidimensional (lll)

@ Las regiones de decision no forman una rejilla

» No es posible calcular de forma analitica la probabilidad de error, ni hacer
transformaciones sencillas que lo permitan

* Se pueden calcular de forma exacta mediante calculo numérico (ordenadores)
* Analiticamente: se puede recurrir a aproximaciones o cotas

Universi idad
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Aproximaciones de la probabilidad de error

@ Son utiles cuando no es posible o resulta complicado calcular la probabilidad
de error exacta

@ Aproximacion de la probabilidad de error
» Depende de la distancia ente los simbolos

» Errores mas probables: decidir un simbolo que esta a minima distancia del
transmitido

» Aproximacién mas utilizada
* Se asume que sélo se comenteran errores con simbolos que estan a minima

distancia
dmin
P.~kQ| —
2+/ Ny /2

* d,..,: minima distancia entre dos simbolos de la constelacion
* k: maximo numero de simbolos a minima distancia de un simbolo de la
constelacion

Universi idad
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Cotas de la probabilidad de error

@ Son utiles cuando no es posible o es complicado calcular la probabilidad de
error exacta, y se quiere asegurar una prestacién minima (probabilidad de
error maxima)

@ Se obtiene una expresion que acota superiormente la probabilidad de error

@ Cotas utilizadas con mayor frecuencia
» Cota de la union (cota ajustada)

* Acota la probabilidad de error de forma ajustada
- La probabilidad de error no es lejana al valor de la cota
* Su calculo se complica para constelaciones con muchos simbolos

» Cota holgada
* Cota menos ajustada pero mas facil de calcular

Universi idad
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Cota de la union - Ejemplo

@ Se va a tratar de acotar la probabilidad de error para esta constelacion
@ Probabilidad de error condicional P,,,
» Hay que integrar fqa(qlao) fuera de Iy

* fqia(qlap) es una gausiana 2D centrada en a
* Integracion de fya(q|ao) en la zona resaltada en la figura

Universi idad
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Cota de la unidn - Interpretacion grafica

qi qi q1
+1 lao +1 lao +1 lao

-1 -+ —1 Taz

Pe(ao,al):Q<;ii;0T’:7};> Pe(aO732) :Q(Z%) = < \/]m

o) o) ol o) o) o(x)

@ Probabilidades de error si solo esta a, y otro simbolo a;

» Integrales de la gausiana centered in a, en los semi-planos de la figura
* Sumadas, forman una cota de la probabilidad de error

Universi idad
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Cota de la unidn - Interpretacion grafica (ll)

qi

q0

@ La Cota de la Unién es una COTA SUPERIOR

» La suma de los tres términos integra la gausiana en toda la regién deseada

* UNA vez en las zonas en ROJO
* DOS veces en las zonas en AMARILLO
* TRES veces en las zonas en AZUL

Universi idad
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Cota de la Unidn - Limite Superior

@ Cota para las probabilidades de error condicionales

M—1 M—1
Poay < Y Pe(a,a) — Engeneral Py, <> P.(aa))
j=1 =0
J#£i
@ La Cota de la Unidn
M—1 M—1 M—1 =1 d(a;,a))
P, < ZPA(ai) ZPe(aiaaj) = ZpA(ai> Z 0| —F——=
. - - 2\ 2 /No/2
1= J= 1= =
i i

Universi idad
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Cota de la Union - Prestaciones

10° - - -
\ Probabilidad de error (P,)
—1 o Cota de la Union

10
S
(@) \
=
©1072 N
(O]
3 AN
©

-3 AN

(4]
3 10
%
al10™ \
e
o

1073 \

106

O 2 4 6 8 10 12 14
Universidad ®@© ES /NO (dB)
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Complejidad de la Cota de la Union - Cota Holgada

@ La cota de la unién requiere computar las distancias entre cada par de simbolos y

evaluar la funcién Q(x) para cada término
» Numero de distancias (considerando la simetria d(a;, a;) = d(a;, a;))

M—1
Ndistancias = E k
k=1

* (M = 4 = Naistancias = 6)
* (M =8 — Naistancias = 28)
* (M = 16 — Nyigtancias = 120)
* (M = 64 — Nistancias = 2016)
@ Cota holgada
» Asuncion: todos los simbolos estan a d,,;,, de los M — 1 simbolos restantes

Peg(M—l)Q(ﬂ>

21/No/2

* Como siempre habra simbolos a distancias mayores, esta expresion es una cota para la cota de la
unién, y por tanto, es una cota para la probabilidad de error

Universidad
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Cota Holgada

10° ; ; :
—~—— Probabilidad de error (P,)
o 1 \§\ Cota Holgada
w

S
S \
@102 R
[0}
3 A\
8103 N\
ie)
£
o104 \
e
o

107

106

0O 2 4 6 8 10 12 14
E, /Ny (dB)
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Expresiones de P, en funcion de E,/N,

@ Las prestaciones se representan a menudo como una funcion de la relacion E; /Ny
@ Términos habituales en las probabilidades de error se suelen escribir como

dmin z A
o(3m5) o2 (i)

@ En cualquier caso se pueden reescribir como

Es dmin Es 7 A\/i Es

\/— |, donde — 16 —

Q<v No) ¢ V2E; \ No Q VE; \ Ny
~—— ~—~—

v v

» Factor v: valor constante, que depende de la constelacion
* Cuanto mas alto es v, mas eficiente es la constelacion

Universi idad
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Ejemplos - Constelaciones binarias equiprobables

d(ao, a1)
P,=0| 2l
e(y5)
@ Se compararan dos casos

» Caso (a): Constelacion binaria simétrica (N = 1) (ag = +A, a; = —A)

A 0
6] =[]
@ Distancias y energias
» Caso (a): (Es =A%, d(ap,a;) = 2A] Caso (b): [Es =A%, d(ap,a;) = \/_A]
@ Calculo del factor de eficiencia v

» Caso (a): |v (80, 21) =V2 =P, = ( zé)l

@ En este caso, para cualquier dimension N

» Caso (b): Constelacion ortogonal (N = 2) |ag =

V2VE No
d ap, ;1 E
>Caso(b):v:%:1—>Pe:Q ]75
2V E; 0
3""%W7md?ﬁ Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacién MDCG - Decisor 153/187

Ejemplos - Curva de P, en funcion de E,/N, (en dB)

107!
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Probabilidad de Error (P,)
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Codificador
@ Convierte la secuencia de simbolos B[n], (obtenida a partir de la secuencia de bits B,[¢]), en
una secuencia de vectores con la representacion discreta de las sefales, A[x]
» Alfabeto de Aln]: [Constelacién: {ag,a;, -+ ,ay_1}, a; € RN]
* (M = 2" simbolos - m = log, M bits por simbolo)
* Tasa binaria: R, - Tasa de simbolo: R

1. | .
R, = e bits/s R = - simbolos/s (baudios) R, = m X Ry
b

@ Restricciones en el disefio de la constelacion: (Prestaciones (P., BER)) y (Energia (E,))
» Prestaciones: distancia entre simbolos (distancia minima)
» Energia por simbolo: norma al cuadrado

d(a;,a;)) = Zya,k aixl”, duin mlnd(al,aj)

N-1
Efa} = [laill? = lawl’
k=0

» Compromiso: garantlzar una minima distancia, con los simbolos lo mas cercanos
posibles al origen de coordenadas

» Media de la constelacion nula: (E[ai] =[0,0,---,0]" = 0)

Universi idad
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Codificador - Empaquetado de esferas

@ El compromiso entre distancia y energia se puede entender como un

problema de empaquetado de esferas de un diametro constante
» Garantizar unas prestaciones minimas equivale a garantizar una distancia

minima
Pe ~ k Q M
24/No/2

» Simbolo: esfera centrada en a; con diametro d,,,;,
* Dos esferas en contacto estan a distancia d,,;,

NN N

noramst I T

mm mln mm

» El problema de disefo se puede plantear como
* Colocar M esferas de diametro d,,;, en el menor espacio posible (espacio N-D) y
weom | & centradas en el origen (media nul

Marcelino Lazaro, 2025

ge)la Comunicacién MDCG - Codificador 156/187



Empaquetado de esferas
@ Diseno en espacio 1-D

L dmin \L dmin \I, dmin \L dmin J . .
[ T T () ( M puntos equiespaciados - Coordenadas:
dmin dmin dmin
NENE TN kAt k)
_3dm% _dmin O dmin 3%

2 2 2

@ Diseno en espacio 2-D
» Se forman circulos a partir de una esfera central
» Se recolocan para que la media sea nula

(oY A Y o ‘*‘I*‘
ALA

00 000
Espacio 2D - SI  Espacio 2D - NO
vor | S8 X Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacién MDCG - Codificador 157/187

Constelaciones Hexagonales vs. Reticulares

43
43
/>>
42
J > )

o

()

N N N N N N

()
C'\/ Y.Y.YLYLY.
NN NN AN N
C.\/ Y.L YLYLY.
NN AN NN N
C'\/ Y. Y. Y.Y.Y
NN AN NN N
C.\/ .Y.Y.Y.Y
NN AN NN N
C'\/ Y.Y.YLYLY.
NN NN AN N
C.\/ .Y .Y.Y.Y
NN NN NN
@/ DA A A
NN AN AN AN N

dddddddddd
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Constelacion equivalente con media nula

@ La probabilidad de error depende de las posiciones relativas entre simbolos
» Estas posiciones relativas definen las distancias d(a;, a;)

@ Distancias fijas: minima E; si la constelacion tiene media nula
@ Transformacion en constelacién equivalente con media nula

» Media de la constelacion

Ela] = ipA(ai) a;

* Vector N dimensional (un valor por cada coordenada de a;)
» Se resta la media a cada simbolo de la constelacién inicial

Lal’- = a; — E[a;] |

* La media de la nueva constelacién es nula

M—1
E[a;] = ZpA’(az/') az{ = [07()’ e 7O]T =0
i=0 "

pa(ai)

Universic idad
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Constelacion equivalente con media nula - Ejemplo

@ Constelacion con M = 4 simbolos, pa(a;) = 1 Vi

_1 3 _1 3
NS CIERFIERE]]

» Energia media por simbolo

O O [ ] [ 5

@ Media de la constelacion

=3 [T (9] A2 (]|

@ Constelacién modificada: a; = a; — Ela/]

s =[] == [F = [ o= [ ]

» Energia media por simbolo

Bi= g [P+ 0+ g [+ 1) +

E

% (=02 + (+1)?] + i (102 + (+1)?] = 2|

Universic idad
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Constelacion equivalente con media nula - Ejemplo (ll)

a a3
® + 12 o +2+
a; a3
+1+ O Ela/] ® i+ °
ag a Ela]
f —@ —@— f f D f f
-2 —1 +1 +2 -2 -1 +1 +2
-1 o I+ °
ag aj
S i
CONSTELACION ORIGINAL CONSTELACION MODIFICADA
weom | G35 Marcelino Lazaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Codificador 161/187

Diseno del codificador

@ Empaquetado de esferas

» Optimo: minima P, para una E, dada

» Constelaciones hexagonales

» Regiones de decision hexagonales

@ Consideraciones practicas

» Simplicidad de implementacién del transmisor

» Simplicity of the receiver - Regiones de decision
» Energia por simbolo constante

» Relacion potencia de pico / potencia media

LOtras constelaciones: QAM, PSK, unipolar, orthogonal, J

Universi idad
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Constelaciones Hexagonales

®6S2J E,=2J
88 <5

Constelaciones QAM y Hexagonal para M = 4 (factor unidad en E|)

AN AN

a /\Q
\ /')
/.>
(+)

AN AN AN
A

N Y .YV

(’/
o
(+)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Constelaciones Hexagonales (ll)

E,—42J E, — 31278 J
00000000
S
1000000
i
aoeaaes
izl
Sanooa0e
NN AN N AN N

Constelaciones QAM y Hexagonal para M = 64 (factor 0,7447 en E;)

dddddddddd
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Constelaciones QAM

q
a (4] [ ] [ ] [ ] o+ 0 [ ] [ ] [ ]
® L L ° © © e © o106 © o o
(] o [ ] [ ] o+ e [ ] [ [ ]
] [ ] ® ([ ] [ ]
(] [ ] [ ] [ ] [ 2R [ ] [ ] [ ]
I I q0 (] [ ] [ ] [ ] o+ e [ ] [ [ ] q0
] [ ] ® -~ [ ] [ ]
(] [ ] [ ] [ ] [ e J [ ] [ ] [ ]
° ° o ° e + o ° © © e e etre o o o
(4] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
4-QAM 16-QAM 64-QAM
(2-PAM) x (2-PAM) (4-PAM) x (4-PAM) (8-PAM) x (8-PAM)

@ Puntos en una reticula
» Facilidad de implementacién de transmisor / receptor
*» Generacion/Deteccion: de forma independiente para cada coordenada

Universi idad
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Constelaciones PSK

Ay A A

Ay Ao

Constelaciones 4-PSK (QPSK), 8-PSK 'y 16-PSK

@ Puntos en un circulo de radio constante
» Energia constante para todos los simbolos

Universi idad
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Asignacion binaria

@ Asignacion binaria: (Conversion Bits a simbolos B, [(] — B[n] (A[n])]
» m bits se transmiten en cada simbolo b; (a;)

|M — 2 simbolos — m = log, M bits/simbolo |

@ Objetivo de la asignacion binaria (valores de los m bits) a cada simbolo
» Minimizacion de la probabilidad de error de bit (BER: Bit Error Rate)

@ Técnica de asignacidn binaria 6ptima
> (Codificacion de Gray)

Universic idad
ucdm ‘ Carlos|ll -m . 4
de Madrid @ cmrmw  Marcelino Lazaro, 2025
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Codificacion de Gray

@ Los bloques de m bits asignados a simbolos que estan a minima distancia
difieren sélo en 1 bit

ap =01 a; =00 a, =10 a; =11

[ ]

_’_

_‘_
u_C_III

» Para relaciones senal a ruido altas

* Mayoria de los errores de simbolo: decision de un simbolo a minima distancia
* Para estos errores: un sélo bit erroneo de los m bits

1
BER ~ — P,
m

m = log,(M)| : nUmero de bits por simbolo

Universic idad
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Codificacion Gray QAM

0001 0101 1101 1001
[ J [ J [ J [ J
0000 0100 1100 1000
[ J [ J [ J [ J
0010 0110 1110 1010
10 ) ° ° )
0011 0111 1111 1011
11 [ ° ° °
00 01 11 10
. ‘ :c:gﬂégzﬁ Marcelino Lézaro, 2025 Teoria de la Comunicacion
Codificacion Gray PSK
A,
e 000
100 @ e 001
101 011
@ @
Ao
1110 ® 010

110 @
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Calculo de la probabilidad de error de bit (BER)

M—1
@ Se promedia la BER condicional para a; |BER = _ pa(a;) BER,,
i=0
, e pa, me|a,~—>aj
@ Calculo de las BER condicionales |BER, = »  Pjqyq —
m
=0
i

> P —sq;: Probabilidad de transmitiendo A = a;, decidir A= a;

Pe|ai—>aj = fq|A(q0|ai) dqo
qo€l;

> M|, sq;- NUMero de errores de bit que conlleva esa decision
» m: numero de bits por simbolo de la constelacion

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo - Espacio 1-D M-ario

@ Ejemplo:
> M = 4, simbolos equiprobables p,(a;) = 1
» Constelacion: (ag = —3, a; = —1, ay = +1, a3 = +3)
» Regiones de decision: umbrales

|QM1 = -2, qu2 = 0, qu3 = +2|

(I = (—00, 21, I = (-2,0], I, = (0,+2], I = (42, +00)|

v

Asignacion binaria

aps=01 a, =00 a,=10 a3=11
) | ) | ) | °
-3 -2 -1 0 1 2 3
(I—) < 7 >
1 3

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Calculo de BER,,

3 2 -1.0 1 2 3 \
N 11 7N\ ]2 7\ ]3 4
@ Asignacién binaria: (ap = 01, a; = 00, a, = 10, a3 = 11)

@ Distribucion fy s (qlag): gaussiana de media ao y varianza Ny /2

1 3 1

BER,, = - -0 — -

- Gm) ()] 2

Pe|ao~>al ”’ela?n—ml

3 5 2
o) olkall & I
Puingon N

Universidad
ucdm | Carlos I -m . 4
de Madrid @ cmrmw  Marcelino Lazaro, 2025

Calculo de BER,,

Teoria de la Comunicacion

MDCG - Célculo de la BER 173/187

@ Asignacion binaria: (ap = 01, a; = 00, a, = 10, a3 = 11)

@ Distribucion fya(q|a;): gaussiana de media a; y varianza Ny /2

1 1 1 3 1
BERy = 0| ——== | |*X 5 *T|2|—7—==]2——=]|* ;>
) { ( N0/2>] 2 ( No/2> ( N0/2>] 2
Me|a) —a b g Me|a) —a
Pe|a1~>ao % P9|31""2 | 1”’_) ?
3 2
+lo(—=—=)|x 2
( No/zﬂ 2
Me|a) —a
Pe|a1~>a3 ‘1,,,_)3
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Calculo de BER,,

@ Asignacién binaria: (ap = 01, a; = 00, a, = 10, a3 = 11)
@ Distribucion fy s (q]a2): gaussiana de media a, y varianza Ny /2

Pe|a2~>a0 m Pg‘“z*”‘l

0 1 « 1

No/2 2

————— Y
"e|ay —ag

Pe|a2~>a3 m

+

BERs = o[ —— )|x 2 +lo(—1)_0o(2_)|x 1
o No/2 2 No/2 No/2 2
—_—— “ ~ ~ A

Me|ay —ag Me|ag —va;

Universidad
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A

@ Asignacion binaria: (ap = 01, a; = 00, a, = 10, a3 = 11)
@ Distribucion fy A (q|as): gaussiana de media a3 y varianza Ny /2

B8R — | [ 3 NS PY O of 3 L2
. No/2 2 No/2 No/2 2
— iy ~ ~ Me|ay—ra
Pe|a3~>ao % Pe\a3~>a1 | 3’”_) '
+o 1 0 3 « 1
No/2 No/2 2
Pe|a3~>az e\a%n—mz

Universidad
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Influencia de la asignacidén binaria

3 1 1 3 1 5
BER:ZQ< NO/2>+§Q< N0/2>_ZQ< N0/2>|

@ Asignacion anterior

aQEOI a; =00 a, =10 a; =11
° | ° | ° | °
-3 -2 -1 0 1 2 3
@ Si se cambia la asignacion binaria
ap =11 a; =00 a, =10 a; =01
° | ° | ° | °
-3 -2 -1 0 1 2 3

> No varian los términos Peja—q;
» Sivarian los términos = Varia la BER Il!

5 1 1 3
PER= 30 (T/z> ‘ZQ(N—O/J

Universidad
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Densidad de las constelaciones

@ Aumento del tamano de la constelacion (M simbolos):
» Aumento en la tasa binaria
* Aumenta el numero de bits por simbolo m = log, M
» Reduccidn de prestaciones para una E; dada
* Reduccién de la distancia entre puntos de la constelacion
Ejemplo para constelaciones M-QAM
M (simbolos)  m (bits/simbolo) \ E; con niveles normalizados (di, = 2) \ dpin CON Eg = 2
4 2 2 2
16 4 10 0,8944

64 8 42 0,4364
256 16 170 0,2169

4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM

—1 +1 . . .
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BER en funcidn de E;/N, (o de E,/N,)

@ BER se representa a menudo como una funcién de la relacién E;/N, o de la
relacion Eb/No

» Ej,: Energia media por bit de informacion E
m

@ Términos habituales en las probabilidades de error se suelen escribir como

A

“ No/2

@ En cualquier caso se pueden escribir como

Q(v\/%) 0Q<v\/%\/]€:l;), dondev:‘j/\g

» En este caso v es un entero, que depende de la constelacion

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Transmision digital - Tasas de transmision

B[4

— Bn] Aln] s(1)
Bits Modulador
Modulador Digital
R Canal
By[/] -
— B[] q[n] r(1)
Bits Demodulador

Demodulador Digital

@ Codificador: constelacion de M simbolos con (m = log, M bits/simbolo)

@ Dos tasas de transmision: transmision de 1 simbolo (m bits) cada T' segundos

» Tasa de simbolo [Rs = % simbolos/s (baudios)]

» Tasa de bit (binaria) (Rb =m X Ry bits/s) ‘Tiempo de bit: 7, = % segundos’

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Generacion de senales

@ Codificador: constelacion de M simbolos (dimensidn N)
» Asignacién binaria de m bits por simbolo
* Codificacion de Gray

@ Modulador: base ortonormal de dimensién N

N—1
» Asociacion: una senal (de T segundos) a cada simbolo |s;(7) = Zaid X ¢;(t)
j=0

@ Generacidn de la sefal por bloques de T segundos (intervalos de simbolo)
» Si Aln] = a; entonces s(t) = sy(t —nT) ennT < (n+ 1)T
* En el intervalo de simbolo asociado a A[n| (nT < (n+ 1)T) se pone la forma de
onda asociada al simbolo correspondiente
» Expresion analitica de la sefial completa

s(t)=Y_ iAj[n] x ¢;(t — nT)

n o j=0

Aj[n]: coordenada de indice j del simbolo A[r]

Universic idad
ucdm ‘ Carlos|ll -m . 4
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Generacion de senales - Ejemplo A
Constelacion (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR)

X210
21
aq AE 0 a) EA 1 + T T
—1 +1 il \/ f
Sefiales asociadas a cada uno de los simbolos: (so(r) = —1 x o (1), 51 () = +1 x ¢o(?))

b so() 451

+A+ +A+
/ N\ r
Jl
> >
t \/ t
—A+ — A+

Sefal modulada para la siguiente secuencia binaria (B;, []=00101101100 -- )

b (1)
T N/\ /%

—AL

0 O 7 O op U ap O yp 1 57 U er O 97 1 g7 U op O 4or 0 1377
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Generacion de senales - Ejemplo B

Constelacion (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR)
4 a1(0)

a; £0

+19

b Po(1)

AN

/i

1 _\/?“

I \S

Senales asociadas a cada uno de los simbolos (so(t) =+1 X ¢o(t) +0 %X ¢1(7), 51(2) =0 X Po(t) + 1 % ¢>1(t))

b so(t) 1+ s1(n)
" N /T
LNV L\

Sefal modulada para la siguiente secuencia binaria (Bb ¢]=00101101100 -- )

+A1

bos()

AN

N\ _/

N\ _/

N\ _/

N\ _/

AV

V

0 0

T

2T

V

U ar 0 y4r

I s 1

\V

6r O

7 1 sr

I gy O

V

V

o 0

ur_ -

0

Uiversidad
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Generacion de senales - Ejemplo C
Constelacion (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR)

de la Comunicacién

MDCG - Transmisor digital 183/187

-~

3 A
a, = 01 do(1) 1)
e 1 o
+i /24 /2
T T
! +l T \ /T
T T I\ > : >
. i \/ f 2 \/ f
ay =00 | a, = 10
Sefiales (1 = =1 X 60 — 1 X $:0.50 = —1 X $0) + 1 X p0n) = 11 X () — 1 X $i(0.5() = +1 X by + 1 X b))
b s (1) bsi() 4 (0 4 s3(n)
AL +A- +A4 A
T \ T T T
- ' : S
t
\/ 4t

— A4

J/

\

—A-—\/ | : —A-/

Senal modulada para la siguiente secuencia binaria (Bb [¢] =001011011000 11000100 10 -- )

Universidad
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b s(1)
+AT

N

\ [

J Y

00

— A4
0

10 11

[

AN LN
Y

W

AVA
V' \

ar Ol 47 10 57 00 g7 11 77 00 g7 Ol op 00 jop 10 437 -
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Generacion de senales - Ejemplo D
Constelacion (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR)

3 A
a; = 01 bo(1) #1(D
e 1 o
+1 /2 21 .
f } . -
T
1 T ' T t
e |+ e /24 2 T /24 7 T
T T
ay =00 | a, = 10 \/7
Sefiales (L0 = —1 X ) — 1 X 310,50 = —1 X $u0) + 1 X 510, 20) = +1 X ) — 1 X $i(0.5() = +1 X ho) + 1 X b1(0)
b so (1) bosi(n) 4 (0 4 s3(0)
AL +at +A +A-
T T T T
> > > — —>
t t t t
—A —A At At

Sefial modulada para la siguiente secuencia binaria (B,[¢] =00 10 1101 1000 11 0001 00 10 - --)
O ] ]

T HEEE
I_ ¢
—A
0 00 7 10 op U 37 O6 4p 10 57 00 g 11 77 00 gp Ol o 00 yop 10 437 -~
Universidad
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Eleccion del modulador

@ Se ha visto que un mismo codificador se puede combinar con multiples
moduladores (conjuntos de N funciones formando una base ortonormal)
@ Un codificador (constelacion+asignacion binaria) determina
» Energia de las senales a transmitir
» Prestaciones
* Probabilidad (tasa) de error de simbolo P,
* Probabilidad (tasa) de error de bit BER
@ Eleccion del modulador
» Adecuacion al canal de transmision
* Adecuacion perfecta:

| 6i(2) % h(t) = ¢i(t) & Bijw) x H(jw) = i(jw) |

* Dificil de conseguir de forma exacta en la practica

*» Busqueda de senales cuya respuesta en frecuencia esté en la banda de paso del
canal de transmision
- Distincién entre canales en banda base y paso banda
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Respuesta en frecuencia de las senales

@ Depende de la respuesta en frecuencia de los elementos de la base

@ Ejemplo C
1Si ()
I . !
2 2
-5 0 +F w (rad/s)
» Senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta” en torno a la frecuencia 27”
radianes/s
@ Ejemplo D
ISi Gjw)|
: ' ;
™ ™
- 0 +5 w (rad/s)

> Senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta” en bajas frecuencias
voom | et (@OGG \farcelino Lizaro, 2025 Teoria de la Comunicacion MDCG - Transmisor digital 187/187



