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Introduccion

@ Finalidad de un sistema de comunicaciones:
» Transmision de informacion

Informacion transmitida Informacién recibida
N s(1) Medio de Transmision r(t)
Byn] (Canal) Byln]
Senales Senales

@ Teoria de la informacion
» Medidas cuantitativas de informacion

» Anadlisis de un sistema de comunicaciones
* Cantidad de informacién generada
* Cantidad de informacion transmitida de forma efectiva (recibida)
* Limites fundamentales en la transmisién de informacién

@ Organizacion del capitulo:
» Modelos (probabilisticos) para las fuentes de informacion
» Modelos (probabilisticos) del sistema (canales)
» Medidas cuantitativas de informacion
» Limites fundamentales en un sistema digital de comunicaciones
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Modelado de fuentes de informacion
@ Salida de la fuente: senal (flujo de informacion

» En tiempo continuo: x(¢) = s() 0
x[n]

» En tiempo discreto: x[n] = B,[n] (0 A[n])
@ Modelo de la salida de la fuente (informacion)

» Proceso aleatorio, X(7), 6 X|n] X(1)
X([n]

@ Modelo para fuentes en tiempo continuo (analogicas)
> (Proceso aleatorio en tiempo continuo X(1))

* Caracterizacion: (mx (1), Rx(t + 7, 1), Sx(jw))
- Normalmente son procesos limitados en banda (B Hz)
- Sx(jw) refleja el comportamiento espectral medio de la fuente

@ Modelo para fuente en tiempo discreto
> (Proceso aleatorio en tiempo discreto X[n]]
» Tipos de alfabeto de la fuente (posibles valores de X|n])

* Continuo (e.g., sefales muestreadas)
* Discreto (fuentes digitales)

- Modelo mas simple: (fuente discreta sin memoria)

vedm | carlosil (YOO Marcelino Lzaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informacion  4/88



Fuente discreta sin memoria
DMS : Discrete Memoryless Source

@ Fuente: Proceso aleatorio en tiempo discreto X|[n]

> Discreta
*  Alfabeto de X[n]: discreto, de My valores (AX = {xp,x1, " » XMy —1 })

» Sin memoria

X pyu (xi) no depende de n : (py(, (xi) = px (xi)

- {X[n]}: V.Als independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)

@ Descripcion del proceso (caracterizacion estadistica)

» (Variable aleatoria X)
* Al ser X[n] i.i.d., la estadistica es la misma para todo n
*  Alfabeto (.AX = {x0, %1, - - ,xMX_.})

*  Probabiidades ({px() 1% = {px(0),px(x1), - pxCaigg 1)}

@ Ejemplo: fuente binaria simétrica
BSS: Binary Symmetric Source

> Alfabeto (Ax = {xo,x1}), tipicamente xo = 0, x; = 1

» Probabilidades

px(x0) = px(x1) = %I

Ge Modria m Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion

Sistemas Digitales - Modelos probabilisticos de canal

By[f] —> Bln] Aln] s(t)
Modulador

Bits
Transmisor Digital

Decisor Demodulador

Receptor Digital

Simbolos
(m bits)

Byl <— B[n]
Bits Simbolos
(m bits)

Senal

@ Modelos probabilisticos de canal

Teoria de la Informacién 5/88

> Establecen la relacion probabilistica entre la informacion recibida y la transmitida en distintos puntos de este

modelo general del sistema de comunicaciones
* Distintos niveles de abstraccion en la definicion de canal

* Modelo probabilistico: Entrada (X), salida (¥), distribucion m
@ Modelos de canal
> Canal gaussiano: (¥ = r(1) | X = s(1))
* Representa el canal fisico
» Canal gaussiano con entrada digital: (Y =q[n] | X = A[nD
* Representa el canal discreto equivalente
> Canal digital: (Y = B[] | X = B[n])
* Representa la transmision de simbolos

> Canal digital binario: (¥ = By[¢] | X = B,[¢])

* Representa la transmisién de bits
Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion
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Modelos probabilisticos de canal - Representacion

Byl] - Bln] | Aln] Y s0) |
Bits Codificador Modulador
Simbolos l Vectores J Senal

(m bits)
Canal

Bylf) —— Bln) | | , qlr] 1)
Bits Decisor H Demodulador J

Simbolos l

Senal
(m bits)
Canal digital Canal gausiano Canal gausiano
Canal digital con entrada digital
binario

R -
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Canal gaussiano /\\/T/\J %
t 4 1

@ Relacion entrada / salida o o
» Entrada: X = s(¢), para un instante dado ¢
> Salida: Y = r(z), para el mismo instante ¢ Canal
@ Modelo canal gaussiano s(2) r(t)

(r(t) = s(2) +n(1))
» n(1): p.a. estacionario, blanco y gaussiano [m,, =0, Sp(w) = 2, Re(r) = 22 6(7)}
@ Limitacién de la potencia de ruido - Filtrado a la entrada del receptor

s(t r(t
() @ Iin(£) | Hy (jw) ()
n(1)
» Senal de ancho de banda B Hz (W = 27 B rad/s)

* Filtro ,(¢) ideal, ancho de banda B Hz: potencia de ruido Ny B Wats

@ Distribucion de Y|X cuando Y = r(zy) y X = s(to))
> Distribucion de Y cuando X = s(#p) = x

1 o=
» Gaussiana, de media x = s(fy) y varianza o> = Ny B [fy|X(y|x) = or e 12
o

J—— ~
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Canal gaussiano con entrada digital
@ Relacion entrada / salida

» Entrada: X = A[n], para un instante dado n

*  Vector de N variables aleatorias (alfabeto discreto, M = 2 valores)
* SiAln] =a; - X=x; = a

» Salida: Y = q[n], para el mismo instante n
*  Vector de N variables aleatorias (alfabeto continuo)

@ Esigual al canal discreto equivalente (Capitulo 3)

> Se le da este nombre en el &mbito de Teoria de la Informacion (TI)

@ Modelo del canal gaussiano con entrada digital

(alt) = Aln 42l = q=A+2
» Independiente del instante discreto n
> Distribucidn de los N elementos del vector de ruido z = [z9, 21, - ,zv—1]7
* Son N V.A’s Independientes, gaussianas, media nula, varianza Ny /2
@ Distribucion condicional de la salida dada la entrada
» Distribucion gaussiana (N-dimensional)
*  Media: el simbolo transmitido (x; = a;)
*  Varianza: Ny /2 en cada direccion del espacio N-dimensional
(ala) _ la—a|? (31%) 1 _ ly=x11?
)=—2e ™ | = |fyx(y|xi)=-—re ¥
q/A (] e Y X \Y (X
o (7TN0)N/2 (WNQ)N/Z
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Canal digital
@ Relacion entrada / salida
» Entrada: simbolo para un instante dado n
* X = B[n] (o alternativamente X = Aln])
» Salida: simbolo para el mismo instante n
* Y = B[n] (o alternativamente Y = A[n])

» Alfabeto de X e Y : simbolos (bloques de m bits / vectores)
* M = 2™ posibles simbolos (Alfabeto de B[x], o alternativamente de A[n])

X,Ye{xi:yizbi}?/lzgl o}

@ Modelo probabilistico: canal discreto sin memoria

DMC:Discrete Memoryless Channel
Py|x (vjlx:)

@ Caracterizaciéon del canal discreto sin memoria

@ Alfabeto de entrada: My valores (Ay = {xo,x1, - Xy, —1})

@ Alfabeto de salida: My valores (Ay = {yo,y1.- - ,yu,~1})

XY € {x =y =a}!

© Conjunto de My x My probabilidades condicionales (de transicion) prix(jlxi)]

Vie {0,1,--- My —1}, Vj € {0,1,--- ,My — 1}

vedm | Carlosil (YOO Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion
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DMC: Representacion de las probabilidades de transicion
@ Matriz de canal

PY|X()’0|XO) PY\X()’] |x0) T pY|X(yMy—1 |X0)
p 17Y\x(.\'0\xl) 17Y\x(,\'1 |x1) T l’Y\X(.\‘M,vfl |x1)
PY|X(y0|xMX—1) PYlX(yl |XMX—1) o PY|X(yMy—1 \XMx—l)

» Elementos de una fila suman 1
@ Diagrama de flechas

X1

DY'X(}IN vIx Oary —11%)
XMy —1 YMy—1

Py|x Omy —11xmy—1)

> Flechas que salen de un mismo nodo suman 1
vedm | Carlost [ Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informacion  11/88

Aplicacion del DMC al canal digital
@ Alfabetosde X e Y
» Alfabeto de B[n] (m bits): M = 2™ simbolos:

(AX = Ay = {bo, by, - 7bM—1}]
x,-Eb,-, ijbj, Mxy =My =M, i,j € {0,1,'-~M—1}

@ Probabilidades de transicion [py|X(yj|x,-) = pis(bj|bi) :pA|A(aj|a,~)]

» Probabilidades de acierto: [py|X(yi|x,-) = PE|B(bi|bi)J

» Probabilidades de error: [py|X(yj|x,-) :pB|B(bj|b,-)J paraj # i
» Valores ideales: matriz de transicién / diagrama de flechas

]
X) &———0 )0

I 0 0 l
0 1 0 X e———9)]
P=1=
l - 1 -
00 - 1 XM—1 &——e VM1
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Calculo de las probabilidades de transicion - Ejemplo

@ M = 4, simbolos equiprobables p4(a;) = 1
» Constelacién: ag = —3, a; = —1, a, = +1, a3 = +3
> Regiones de decisiéon: umbrales ¢,; = —2, g0 =0, g3 = +2

Iy = (—OO, —2], I, = (—2,0], I, = (0,—|—2], I3 = (—|—2,—|—OO)

a aj a as
q(n]

A
Y

¥,
AN
L 4

) I I I

o N ™\ e D\ _
1 — 1 1 = 3 [0) 3 0 5 Q< 5 )
Q(,/No/z) (,/N0/2> ( N0/2> (,/N0/2> /Ny /2 No/2
o(am) || =2(mn) || o(mn)-2(5) || o(7)
_— No/2 No/2 N /2 No/2 No/2
3 1 _ 3 1— 0 1
Q( N0/2> Q(vN0/2> Q( N0/2> ( ) <\/No/2)
5 3 5 3 1
[0} -0 [0} [0} 1-0
L No/2> (\/N0/2> ( N0/2> ( No/) No/2> L ( No/2>)_
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Elementos de la primera fila: xo, = ag — pyx(yj|x0), ¥/

fq/a(dlao)

a3
q[n]
p) -3 TZ —1 \O/ 1 \2/ 3 [Q
N ) ) 7\ 7

@ Distribucion fya (q|ao): gaussiana de media ap = —3 y varianza Ny /2
1
LPY|X(y0|xO) =Pylag =1 —Pepay =1-0 (\/N—o_/2>J

[PYlX(yl [¥0) = Pejag—sa, = Q < 1\10/2) ¢ < 130/2>]
3 5
[PY|X()’2|XO) = Pejag—a, = Q <T0/2> g ( N0/2>]

[PYlX(y3|xo) = Pojaysay = QO <\/130—/2>]

Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacién Teoria de la Informacién 14/88
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Elementos de la segunda fila: x; = a; — pyx(y;|x1), ¥/

fqia(glar)

q[n]
y) -3 TZ —1 \O/ 1 \2/ 3 N
N\ I() N Il 7\ 12 () [3 L4
@ Distribucion fya(q|a;): gaussiana de media a; = —1 y varianza Ny /2
(G011) = Pefay g = @ | ———
Py|x\YolX1) = Fejaj—ay — \/m
1
[PY|X(}’1 |¥1) = Paja, i 0 ( N0/2>]
(12141) = Pefayomy = 0 [ — | —0 [ —
Py|x\V21X1) = Feja;—a, = N0/2 \/m
(03101) = Py sz = 0 [ ——
PYlX y3jx1) = e|al_)a3 = \/]m
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Elementos de la tercera fila: x, = a, — pyx(y;x2), VJ
fqa(dlaz)
q[n]

. -3 2 -1 9 1 2 3 N
N\ N ) 7'\ L4
Iy I I I

@ Distribucion fya (q|a2): gaussiana de media a, = +1 y varianza Ny /2

3
Pyix(Volx2) = Peja,—a, = O <T0/2> ’

[PY|X(y1 1%2) = Pejay—sa; = Q < 1$0/2> - <\/130/2>]

1
L’YIX(J’ZPCZ) = Pajay = 1= Pejay =120 ( No/2>}

[PY|X()’3|X2) = Paysa, = 0 (N;O/Z>]
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Elementos de la cuarta fila: x; = a; — pyx(yj|x3), Vj

faia(qlaz)

q[n]
p) -3 Tl")' —1 \O/ 1 \2/ 3 [§
N I() ) [1 ) ]: 7'\ [3 7
@ Distribucion fya (q|as): gaussiana de media a; = +3 y varianza Ny /2
5
pY|X(y0|X3) = Pe|a3—>a0 =0 \/m
01155 = Prjagmy =0 [ == ) 0 —
Py x\V11X3) = Fejag—a; — No/2 No/2
(02%5) = Prjag iy = 0 (2= | =0 [ —
leX y21xX3) = e|a3—>a2 - N0/2 N0/2
1
Pyix(v31x3) = Pyja; =1 —Pay; =1-0 N2
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Canal digital binario
@ Relacion entrada / salida
> Entrada: X = B,[¢], bit para un instante dado ¢
» Salida: Y = B,[¢], bit para el mismo instante ¢
* Alfabeto de X e Y: Bits (xo =y0 =0), (xy =y1 = 1)
@ Modelo probabilistico
> Particularizacion del DMC para My = My =2
> 4 probabilidades condicionales py|x (y;|xi), para i,j € {0, 1}
* 2 probabilidades de acierto de bit (j = i)
* 2 probabilidades de error de bit (j # i)
@ Ejemplo: (Canal binario simétrico) (BSC: Binary Symmetric Channel)
» Misma probabilidad de error para los dos simbolos: (pylx(y] [X0) = pyjx(volx1) = s)
» Probabilidad (tasa) de error de bit (BER): BER = ¢
* (BER = px(x0) pyix(11x0) + px(x1) pyix(Yolx1) = )
1—¢
Xo e ® )0
e p— | Prix(olxo) prix(Onlxo) | _ | 1-¢e ¢
€ pyix(olx1)  pyrix(vilx) e l-—e
X] @ : ° )|
— &

J—— ~
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MEDIDAS CUANTITATIVAS

DE

INFORMACION
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Autoinformacion (de un suceso de una V.A. discreta)

() IX(x,-) : mide la informacién de un suceso de la variable aleatoria (X = x;)
@ Requerimientos para una medida de informacion de un suceso
o Debe depender de la probabilidad del suceso
* (Ix(x) = f(px(x))))
Debe ser una funcién decreciente de la probabilidad
* (px(m) > px(x) = Ix(x) < Ix(%))
e Debe ser una funcion continua de la probabilidad
* (px(m) ~ px() = Ix(xn) = Ix(%))
° Para el suceso conjunto (X = x;, Y = y;) independientes (px,y(xi,y;) = px(xi) X py(y;))
* (IX,Y(xiayj) = Ix(x:) + IY(yj))
@ Funcién que cumple estas propiedades - Autoinformacién

| Ix(x) = — log, (px(x)) |

» La base del logaritmo define las unidades de la medida
* Base 2 : bits
* Base e (logaritmo natural o neperiano In): nats
NOTA: Relacion log;, (x) = In(x)/ In(b)
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Entropia (de una V.A. discreta)
@ Medida de incertidumbre sobre el resultado de una variable aleatoria (discreta)
> Alfabeto: (Ax = {xo,x1, - ,xm,—1}) (My simbolos)
> Probabilidades: ({px(x0), px(¥1): - »px(ay—1)})
@ Promedio de la autoinformacion de cada suceso
Mx—1 Mx—1 (

H(X) =— ) px(x) log (px(x:)) = Y px(x) log
i=0 =0

)

1
px(xi)

NOTA: Por convencién: 0 x log0 = 0
» Unidades: bits/simbolo (base 2) 6 nats/simbolo (base ¢)

@ Valores limite de la entropia de variables aleatorias discretas
0
* 0 < px(x;)) < 1y, consecuentemente, — log (px(x;)) > 0
* H(X) = 0 cuando (px(xi) =1, px(x)) =0Vj # zj
- No hay ninguna incertidumbre sobre X
Q (H(X) <log(My))
* H(X) = log(Mx) si los simbolos son equiprobables,

o - Situacién de méaxima incertidumbre sobre X
vom | restt (& Marcelino Lzaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teorfa de la Informacion 21/88

Ejemplo - Entropia binaria: H,(p) = Q(p)
@ Variable aleatoria binaria

> Alfabeto:

> Probabilidades: ({px(x0) =p, px(x1) = 1 —p})
H(X) = Hy(p) = Q(p) = — p log,(p) — (1 —p) logy(1 —p)

1 1
=p log, (—) + (1 —p) log, <—> bits/simbolo
p l1—p

/ N

Zos Q(p) = (1 - p) \

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Probabilidad p

@ Valor maximo: méx Q(p) = 1 bit/simbolo
> Se alcanza para p = 0,5 (valor de referencia)

vedm | Corlosll YOGS Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informacién 22/88



Entropia conjunta (de dos V.A's discretas)
@ Medida de la informacion conjunta de dos (o mas) variables aleatorias

H(X,Y) = A%_:IME_:IPX,Y(MJJ') log <;>

= px.v(%i, )

@ Variables aleatorias independientes
> Probabilidad conjunta: px,y (xi, ;) = px(xi) pr(y)

My—1My—1
H(X,Y) = px(xi) pr () log ————
; j:ZO l px(xi) py ()
My—1My—1 My —1 My—1
= > > px(x)pr(y) log 5 + Z Z px(xi) py(y)) log —— ( .
i=0 =0 =
My—1 My—1 My—1 My—1
= Z Px(xi) log —— Z pr(y) + Z Pr(y) log —s Z px(x)
Mx—1 My —1
= Z px(x;) log —— ( T Z py(yj) log —— (y) =HX)+H(Y)
voom | Goesl (@O \1.rcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informacién  23/88

Entropia condicional (de dos V.A.s discretas)

@ Incertidumbre en una v.a. cuando se conoce el valor de otra
> Entropia de X dado que Y = y;: px(xi) — px|y(xily;)

@ Entropia condicional: Promedio de H(X|Y = y;)
» Se promedia sobre todos los valores del alfabeto de Y
Myfl
H(X[Y) = > pr(y) HX|Y =)
j=0
My—1 My —1

Z pr(y) Z pxy(xilyj) log ————
Jj=0 i=0

Mx—1My—1

HX|Y)= > > pxr(xy) ] log ————

i—0 =0 pXIY(xi|yj)

Px\y(xzby)

@ Para variables aleatorias independientes
> Independencia: py|y (xily;) = px(xi) — HX|Y =y;) = H(X), Vy; — (H(X]Y) = H(X)
voom | Gl (@O0
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Relacion entre entropia conjunta y condicional

Myx—1My—1
H(X,Y) = px,y(%i,y;) log ———
( ) ; j:ZO e Px,y(xi,)’j)
Myx—1My—1
_ 5 S mrlbn ) oy ———
= = px(xi) prix(jlxi)
Mx—1My—1 Myxy—1My—1
px.y (%)) log + px,y(xi,y;) log ————
Sk ' )t &g 2 e s
MX—] My — 1My 1
= px(xi) log + Px, Y(xny log
> Z 2 prrteny) o8 e
= H(X) + H(Y|X)

[H(X, Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)]

pr—
3m | Carlos il . p . L
v [ cios I Marcelino Lézaro, 2024 Teoria de la Comunicacién

Informacion mutua (entre dos V.A’s discretas)

Teoria de la Informacién 25/88

@ Mide la informacidn que aporta una variable aleatoria X sobre el conocimiento de otra

variable aleatoria Y

Mx—1My—1

=3 N pxrlay) log DRIERA

i=0 j=0

(xHyJ)
( i) pr(y;)

@ Propiedades
Q ((x,v)=1(r,x) >0)

* La igualdad se cumple en el caso de que X e Y sean independientes

Q ((x,7) < min(H(X), H(Y)))

Mz—1

e Se puede definir una informaciéon mutua condicional {I(X, Y|Z) =
i=0

> pz(z) 1(X,Y|Z = z)

[I(X, Y|Z) = H(X|Z) — H(X|Y, Z)]

o La regla de la cadena para la informacién mutua es (I((X, Y),Z) =1X,Z) + I(Y, Z|X))

(11 % XN), ) = 100, Y) + (%, V1K) £ -

+1(Xn, Y| X1,

aXN—l)J

© A partir de la definicion de informacién mutua se obtiene la definicion de entropia
I1(X,X) = H(X)

vedm | carlosll [CYDOO Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion
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Relaciones informacion mutua y entropia

My—1My—1
I(X,Y) =
i=0 j=0
Mxy—1My—1

= > > pxy(x,y) log

i=0 j=0

Px (x,‘) log

[=}

Hzx)

— H(X]Y)

>3 pxy(iy)) log

px.y (xi, yj) 108

px,y (X, ;)
px(x:) py ()

pX|Y(xl|yJ)

px(xi)
Mx —
o 2

i=0 j=

1 My—

My —1My—

i=0 j=

1
0

1
px,y(xi,y) log ————
0

px,y(xi,y;) logpyy(xily))

PX|Y(X1|)’1)

LI(X, Y) = H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X)

= H(X) + H(Y) — H(X,Y) |

v | &332 [

(H(X, Y) = H(Y) + H(X|Y) — H(X|Y) = H(X, Y)

N H(Y)j

[H(x, Y) = H(X) + H(Y|X) — H(Y|X) = H(X,Y) — H(X)j

Marcelino Lazaro, 2024

Teoria de la Comunicacién

Relaciones informacion mutua y entropia (ll)
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|1(X,Y) = H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X)

= H(X) + H(Y) — H(X,Y)]

@ Representacion en un diagrama de Venn
» Entropias e informacion mutua representadas por areas

H(X.,Y)

H(X) H(Y)

(H(X,Y) = H(X) + H(YX)

— H(Y) + H(X]Y)|

e ‘ Corosili (OO Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion
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Diagrama de Venn - Entropias e informaciéon mutua

H(X,Y)

<

=
< N X
~ <
+ 4+ +
LI
_l’_

]

~ =
=~ =

—~~
— — T ' e

CHENNEE

=
>
h<

H(X) H(Y)

LI(X, Y)=H(X) - HX|Y)=H(Y) - H(Y|X) = HX) + H(Y) — H(X, Y)J

[H(X, Y) = H(X) + HY|X) = H(Y) + H(X|Y)J
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Entropia diferencial

@ Extension de las definiciones de entropia a variables aleatorias continuas

)= [ vla) g 1 de

Definicion de entropia diferencial conjunta

oo (e o] 1
0= [ [ serteoios sy

Lo mismo se hace para la entropia diferencial condicional

o0 o0 1
hX|Y) = /_oo /_wa’Y(x’ Y)log 2 ™

A menudo se utiliza la definicion alternativa pero equivalente

— )1
h(X|Y) /_ fr(y /fx|yx|y ong|Y( |y)dxdy

Marcelino Lézaro, 2024 Teoria de la Comunicacién Teoria de la Informacion 30/88
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Entropia diferencial e informacion mutua - Relaciones

@ Definicién de la informacién mutua

_ [T x 0 Srr(®y) X
R ey T

@ Se mantienen las mismas relaciones que para variables discretas

(h(X,Y) = h(X) + h(Y|X) = h(Y) + h(X|Y) |

Lz(x, Y) = h(Y) — h(Y|X) = h(X) — h(X|Y) = h(X) + h(Y) — h(X, Y)J
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Entropias diferenciales e informacion mutua : Propiedades

@ Las entropias diferenciales no mantienen las propiedades de las entropias
para variables aleatorias discretas en cuanto a interpretacién como cantidad

de informacién
» Ejemplo: X ~ U(0,a)

h(X) = log(a)
» Ejemplo: Y ~ A/(0,0?)

[h(Y) = %log(Zw e 02)]

Se puede ver que dependiendo de los valores de a 0 o> ambas entropias pueden

tomar valores positivos, nulos o negativos (en funcion de si a =loo = 32)

@ La informacion mutua si mantiene esa interpretacion intuitiva y las
correspondientes propiedades. En particular
» [[(X,Y) > 0] (funcidn no negativa)
> (I(X,Y) = 0 s6lo si X e Y son independientes)

> (I(X,Y) =1(Y,X))
k= oock
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LiIMITES FUNDAMENTALES

EN

SISTEMAS DE COMUNICACIONES
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Transmision fiable sobre canales no fiables - Ejemplo

0,5
OOEX() yoEOO
0,5
01Ex1 e ylEOI
115)62 vyzEll
10 = x3 - y3 =10

@ 4 simbolos = 2 bits de informacion por uso del canal
@ El canal no es fiable - Se comenten errores
» Probabilidad de error de simbolo es P, = 1/2
» Con asignacion binaria de Gray BER = 1/4
@ Causa de los errores
» Dado Y = y; no es posible identificar de forma univoca X = x;

» Ejemplo: se observa Y =y,
* El simbolo transmitido puede ser xq (sin error)
* El simbolo transmitido puede ser x3 (con error)
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Transmisidn fiable sobre canales no fiables - Ejemplo (ll)

@ Opcion para transmitir informacion de forma fiable
» Transmitir un subconjunto de los simbolos
* Simbolos que generen salidas “sin solapamiento”
» Ejemplo: transmitir sélo xo y x»
* xo puede dar como salidas yy 0 y;
* x, puede dar como salidas y, 0 y;
[Dada una salida no hay incertidumbre en el simbolo transmitido !!!]
@ Es posible transmitir informacidn sobre este canal sin errores
» Coste de la transmisidn fiable
* [Menos informacién transmitida por cada uso del canal)
- En este caso: 2 simbolos = 1 bit por uso del canal
@ Los canales habituales no permiten esto de forma directa
» Alternativa: forzar un comportamiento similar - (Codificacion de canal)
* No se busca probabilidad de error nula (sin solapamientos)

* Se busca poder reducir la probabilidad de error de forma arbitraria
- Solapamientos con probabilidad arbitrariamente baja
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Transmision fiable sobre canales no fiables - Ejemplo (lll)

0,5
0= X0 Yo =0
0,5
—=X] e Y =0
] =X2 o o Y2 =1
0750,5

|
I
=
w
°
<
98
Il
[S—

—=X0 ® yoEl

0:)6'1‘ OyIEO

—=Xxp e oy =0
0,5

1 =x3 ;=1

— 0,5
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Codificacion de canal

@ Se utiliza el canal n veces de forma conjunta
» Definicion de simbolos extendidos: grupo de n simbolos

@ Se busca un subconjunto de simbolos (2%) que produzcan “bajo solapamiento” en la salida
» Se transportan k bits de informacion por cada n usos del canal

@ Ejemplo: canal binario simétrico (BER = ¢) conn = 3

000 000
1—¢

0 e - e 0 001 001

- 010 010

c 011 011

| e . e 1 100 100
1—¢

101 101

110 110

111 111
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Codificacion de canal (ll)

@ Situaciones mas probables (para ¢ razonablemente bajo)
> 0 errores o 1 error sobre 3 bits - 4 ramas/simbolo (en negro)

@ Situaciones menos probables
> 2 errores 0 3 errores sobre 3 bits - 4 ramas/simbolo (en verde)

@ Subconjunto de 2* (k < n) elementos con “bajo solapamiento”
» Ejemplo: 000 y (1)3)(1) (k=1)

000 000 000 000 000
001 001 001 001 001 001
010 010 010 010 010 010
011 011 011 011 011 011
100 100 100 100 100 100
101 > 101 101 101 101 101
110 110 110 110 110 110

111 11 111 11 111
@ Despreciando los enlaces de “baja probabilidad” no hay solapamiento
» Probabilidad de error: P, =3 x [¢? (1 —¢)] + &
* Ejemplos:e = 0,1 - P, =0,028 | e =103 — P, =2,998 x 10~°
» Informacién transmitida: 1 bit (k) de informacién por cada 3 (n) usos del canal
* Tasa de codificacién: R = k/n = 1/3
@ Intuicidén: aumentando n y k (con k/n constante) se puede reducir mas

o | B @qste un limite: (Capacidad de canal)
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Codificacion de canal (lll)

@ Ejemplo n = 3: 8 posibles tripletes de bits (simbolos extendidos)

O {0 (O] |Of |1 1 1 1
Of (Of (1 L{ {O] |Of |1 1
Of (L] [O] [1] [O] |1] |Of |1

@ Subconjunto de 2% = 2 simbolos extendidos con “bajo solapamiento”
> No se solapan si: hay 0 o 1 bit erréneos en el triplete transmitido
> Informacién transmitida con cada triplete: 1 bit (k = 1)

» Tasa de codificacion: R = £ = 3

0

p—
Il
Or—‘)—‘:lb—‘oo

Pa=(1—¢)®+3x [51(1—5)2], P. =3 x [52(1—a)l]+ &3
—— ~
4 N P(3
PO @) P(1 err.) P(2 err.) @ err)
Marcelino Lazaro, 2024 feorfa de ta Comunicacion Teoria de la Informacion 39/88
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Codificacion de canal (IV)
@ Ejemplo n = 6: 64 posibles tuplas de bits (simbolos extendidos): subconjunto de 2 = 4 con “bajo solapamiento”

07 707 [07 07 [0 107 107 07 [0 [0 [07 [07 [O7 [0 [0 [07 07 [O7 [07 [0 [0 [O
ol [o] o] |o]| o] [o] |o]|o] o] [0 (( J of [of o] |o] [of [1]]1 ( ERFREEE
ol {o| |o] [of [of [of o] |o| [x|{t||t]| ] |x||t|]|t]]|t]]o] ol |of]o]]o]]o
of {of |o] [of [t{|t]]|t]]t] |of{of o] o] |t] 1| |t]]|t]]o]|o]|offof]|r]]t
of {of || (1| fof [of [t]|1] [offof|t]|t]| o] |of|t]]|t]]o]|o||t|]|t]]o]]0
of [1] o] L1d Lo [1] LoJ L] LoJ (1) [o) Li] LoJ L] Lo L1 LoJ L1l LoJ L1] [o] L1

e | —

oc—on

=== -

|

——— —o—ocOo~—

e Y et}

1
c——oco—
e T B et

[ . §

T Y e Y |

— = — - 3
e | [
—— e |

o ——— o

1 —————
[ ——

—

commm—m oo —

—

> No se solapan si:
* Hay 0 o 1 bit erréneos en la 6-tupla transmitida
* Hay dos errores en los 4 primeros bits de la 6-tupla transmitida
* Hay dos errores: uno en el Ultimo bit, y otro en el 12, 22 6 3°

L " . e k2 1
> Informacidn transmitida con cada 6-tupla: 2 bit (k = 2): Tasa de codificacion E
n

» Probabilidad de acierto: [P, = (1 — €)% +6 x [sl(l — 5)5] +9 x [52(1 — 5)4}
— | S — | S —

PO err.) P(1 err.) P(2 err.)
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Codificacion de canal (V)

roj r07 r7 ro1 roq rol roj roq r ri1 r1q roy roj roq 17 1oy roj

0 0 0 1 0| |0] (Of |O 1 0] |0 1 1 0 0 1 0

00 = 0 _ 0 0l |0 1 o] |0| |O 0 1 0 1 0 1 0 0 1
= |0 0 of (O] (O 1 of (O of [0 1 0 1 1 0 of (O
0 0 of (O] (O] |O 1 0 of (O (O] [O] |O] |O 0 of [0

LOJ LOJ L0 LOJ LOJ [Of LOJ L1 L01 LOJ LO1 L[Of LOJ LO] L1J L1] L[1]

roJ r07 7 ro1 roq roy roj roj 7 ri71 r1q roy roj roq 17 1oy roj

0 0 0 1 0 0f |0 0 1 0f |0 1 1 0 0 1 0

0l = 0 N 0 0 0 1 o 10| (O 0 1 0 1 0 1 0 0 1
= |1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

L1 L1 L1l L1] L1l L1] L1l L[O] Lig Lig Lig Lid [1d L1l L0 [0 LOJ

M7 M7 o1 ri1 r1q ri1 r1y ri 01 ro1 roy ri11 r1y ri roy r1q ri17

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0f |0 1 1 0 1

10 = 1 _ 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1

0 0 0| |0| (Of |O 1 0 0 0f |0 0f |0 0 0| |0 (O

L1] L1] L1l L1f L1l [1f L1l O] L1l L1) L1l [Lif L1l (1] L0] LOJ LO]

r M o1 ri71 ryy r1q r1y rN” ro1 ro1 roy riy r1y r1 o1 ri1 r1g

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1

1 = N 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 ( 1 0 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1

LO] L0 L0J LOJ LOJ [oJ [o] L[1] L0J LOJ (o] [OoJ [0] O] Lif L1] L1]

e = (15— 9) x [62(1 —5)4] 120 x [53(1 —5)3} 115 x [54(1 —8)2] 16 x [55(1 —5)} +

v v P(6 err.)
P(2 err.) P(3 err.) P(4 err.) P(5 err.)
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Codificacion de canal (VI)

100 . . . . . . .
10!
102
10~3

o
IEHlO*S
10=¢
10~7
10—8
10— : . ' . ' ' :

@ Capacidad del canal
(e=02-C=02718 (R>C)) (¢=002—C=0858 (R<C)
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Codificacion de canal para deteccion y correccion de errores

@ Codificacion de canal: introduccion de redundancia estructurada
» k simbolos de informacién se transportan transmitiendo »n simbolos (simbolos
extendidos, con n > k)
* Tasa del codigo: R = £

» Diccionario del cédigo C(k,n)

Ejemplo de diccionario del cédigo para dos codigos binarios

Conj. de indices (k)  Palabras codigo (n) Conj. de indices (k)  Palabras codigo (n)

0 000 00 000000

1 111 01 000111

10 111101

11 111010

Caodigo de ejemplo C(1,3) Cadigo de ejemplo C(2,6)
Tasa del codigo: R = ~
Codificador asa ael codigo: R = n Decodificador
DMC DMC
B[{] X[i] Yli] B[{]
—( [ L] DMC LD Udl-[—
12 k 12 n 12 n 12 k
van| G508 ) Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informacion  43/88

Teorema de codificacion de canal

‘ Capacidad de Canal: C’

Teorema de codificacidén de canal (Shannon 1948):

@ Silatasa de transmisién R es menor que C, entonces para cualquier § > 0 existe un codigo
con una longitud de bloque n suficiente cuya probabilidad de error es menor que §
» Codificacién de canal: permite reducir la probabilidad de error hasta cualquier nivel arbitrariamente bajo
© SiR > C, la probabilidad de error de cualquier codigo con cualquier longitud de bloque n
esta limitada por un valor no nulo
» Codificacién de canal: NO permite reducir la probabilidad de error hasta cualquier nivel arbitrariamente bajo

© Existen codigos que permiten alcanzar la capacidad del canal R = C
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Capacidad de canal

@ Maxima cantidad de informacién que se puede transmitir de forma fiable a
través de un canal de comunicaciones en un sistema digital de
comunicaciones

» En la transmision se produce una distorsion
* Potencial pérdida de informacion
» Transmision fiable - Definicion
* Ideal: transmision sin pérdida potencial de informacion
* En la practica: transmision con capacidad para reducir la probabilidad de error
tanto como sea necesario
» Concepto de codificacion de canal
* Mecanismo que permite una transmision fiable
» Capacidad de canal
* Limite en el nUmero de simbolos extendidos con solapamiento arbitrariamente
bajo cuando el niumero de usos del canal tiende a infinito
@ Estudio de la capacidad de canal:
» Canal digital (DMC)
* El canal digital binario se considera un caso particular

» Canal gausiano
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DMC: Capacidad de canal a través de la informacion mutua
@ Informacion mutua entre la entrada y la salida de un DMC

[[(X,Y) = H(X) - H(X|Y)|

1—¢
X0 Yo
@ Analisis para un BSC con BER = ¢ en dos casos extremos ><
» Caso 6ptimo (canal ideal): e = 0 X e 5 .y
HEXY) =0 — IX,Y)=HX) 1—¢

» Peorcaso:ec=1/2
(H(X|Y) =HX) — IX)Y) = 0] (X ey independientes)

@ Se pueden extraer las siguientes conclusiones
0 La informacién mutua entre entrada y salida del canal se puede ver como la cantidad de informacion que
pasa de la entrada a la salida al usar el canal
* En un canal ideal (¢ = 0) pasa toda la informacion: M
* Si entrada y salida son independientes no pasa informacion: m
e H(X|Y) puede interpretarse como la informacion que se “pierde” en el canal

* Enun canal ideal (¢ = 0) la pérdida es nula: (H(X|Y) =0

* Si entrada y salida son independientes, la pérdida es total: (H(X|Y) = H(X)

* (I(X,Y) = H(X) — H(X|Y)) : informacion a la entrada, menos la que se pierde
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Capacidad de canal para un canal digital

@ Definicion formal para un DMC
(C max (X, Y)]

px(xi)

» Sus unidades son bits (o bits por uso de canal)
» Maximizacion sobre [px(xo),px(xl), e ,pX(xMXfl)J
@ Valores limite

‘0 < C < min{log My, log My} ’

. €50

* YaqueI(X,Y)>0

- €<loehhy)

* YaqueI(X,Y) < H(X),y H(X) < log My

» (C < logMy
* Yaque I(X,Y) <H(Y),y H(Y) < logMy
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Capacidad: problema de maximizacion con restricciones

C =maxI(X,Y)
px (i)

@ Planteamiento: maximizacidén de una funcién con restricciones
» Funcién a maximizar

» Variables sobre las que se maximiza (incognitas)

* (px(x0),px(x1), -+ px(ay—1))
» Restricciones (sobre las incognitas)

* (0 <px(x)<1), parai € {0,1,--- My — 1}
Mx—1
x|y pxla) =1

i=0

@ En general encontrar una solucion analitica puede ser dificil
» Soluciones analiticas solo para canales “sencillos”
» Calculo mediante métodos numéricos utilizando ordenadores

vesm | Carosiit (CYBOO 1. reelino Lézaro, 2024 Teorfa de la Comunicacion Teoria de la Informacion  48/88



. . . e o m 1—
Canal binario simetrico con BER = ¢ X0 @ - e )0

@ Capacidad: C = m(ai%I(X, Y) pyix O110) b-e €
px (xi ' €
@ Calculo de I(X, Y) 1 e .
Yoo Vi l1—e
1 py|x (Vlx1) I==
IX,Y) = H(Y) —H(Y|X) = H(Y) = > _px(x) HY|X =x;) 9=
. 1 =0 0 M1
=H(Y) = px(x) [— > pyix(lxi) 10gpy|x(yj|xz‘)1 =H(Y) —Q(e)
i=0 =0
@ Calculo de la capacidad de canal € log(e)=(1=e) log(1-£)=0(e)

» Se busca el maximo de la informacién mutua
* Para este canal H(Y|X) = Q(e) no depende de px(x;)
-I(X,Y) es maxima cuando H(Y) es maxima
* H(Y) es maxima si py(y;) = 4;-: méx H(Y) = log My = 1 bit/simb.

.

pr() = 2 =px(x0)(1 — &) +px(x1) e } 1 1
— X0) = =, xX1) = —
pr(m) = & = px(ro) &+ px(e)(1 — ) § X0 = g px(a) =5
(C=1-Q()bits/uso) [px(xo) = px(x1) = %]
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Limites para la transmision en un canal digital

@ Un canal digital tiene una capacidad C bits/uso

» Si se utilizan codigos de canal, los cédigos practicos (aquellos que permiten
reducir la probabilidad de error de forma arbitraria) deberan tener una tasa de
codificacién menor que dicha capacidad

@ Limitacion practica en términos de velocidad de transmision efectiva cuando
se utiliza codificacion para proteccidn frente a errores
» Sistema disenado para transmitir a R, bits/s (tasa bruta)
* Tasa efectiva:

(sz“”'v" = R x R, bits de informacién/s |

* Limite en la tasa de transmision efectiva

(sz“”'” < C x R, bits de informacion/s |
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Capacidad de canal para el canal gausiano
@ Modelo de relacidn entrada salida en un canal gausiano

Y=X+Z

Z es una variable aleatoria gausiana, de media nula y varianza P,
@ Capacidad de canal en las siguientes condiciones:
» Potencia transmitida: (Px watt.)
» Ancho de banda:

* Potencia de ruido: (P; = N, B watt.)

@ Célculo a través de la informacion mutua [C =  max (X, Y)’ Restriccion
fx(x) | E[X*]<Px

E[X?] < Px dada por la limitacién en potencia
@ Resultado

P .
‘ C = B log, (1 + W};) bits/s

Se obtiene para fx(x) gausiana
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Capacidad de canal para canal gausiano (ll)
Condiciones:

@ Potencia transmitida:

@ Ancho de banda:
» Potencia de ruido:

Capacidad: numero de vectores para n usos sin
solapamiento dado el ruido

Py \"/? log, Mys 1 ( Py
My =1+ -2 C= 2278 _ 1+ X
? < PZ) n 2 o8 Pz

1 Px .
C=-1 1 + —— | bits/uso
2 B < * NOB)

Hiper-esfera n-dimensional: radio \/nPx Numero de transmisiones por segundo: 2B

Hiper-esfera n-dim.: radio \/n(Px + Pz)

Px .
C=B1 14+ —— ) bits/s
‘ ng( * NOB)
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Capacidad del canal gausiano - Efecto de Py y B

@ La capacidad depende de dos parametros de disefio |C = B log, (1 -+ ]%) bits/s]

0

» Potencia de la senal transmitida, Py
» Ancho de banda disponible en Hz, B

@ Capacidad de canal en funcién de la potencia transmitida Py

lim C =00
Px—o0

» Se puede aumentar C de forma arbitraria aumentando Py
» Aumento lineal de C requiere aumento exponencial de Py

@ Capacidad de canal en funcién del ancho de banda (B Hz)

Px Px
lim C = —=1 =144 =
i C= o lglie) = 145

» El incremento de B no permite un incremento arbitrario de C
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Limites para la transmision en un canal gausiano

Tasa de transmisién binaria Relacion seal a ruido

[
R, bits/s < C |SNR:1;—;:%

C =B log, (1 n ,%) bits/s

= R bits/s/Hz E, _ Py _ Px ., B _ SNR ’
= . 2= = X & =
‘ n B Eb — % J/b|t No RyNy NoB Ry n
Tasa binaria espectral

o e . . . Relacién E;, sobre N,
(Eficiencia espectral) Energia media por bit I b 0

@ Sistema de comunicaciones practico (R, < C — R, < B log, (1 + SNR) bits/s)
» Dividiendo por B en ambos lados y reordenando

Ep
‘77<1082(1+SNR)7 n < log, (1+77 ]\7)]
0

E, 277—1]
= >
No n

(SNR > 21— 1,

E,
‘Si n — 0 entonces N—b =In2=10,693~ —1,6 dB’
0
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Tasa binaria espectral frente a £, /N,

@ Se representa sobre el plano 7 vs £ la curva g = 2”77—‘

» Divide el plano en dos regiones: sistemas con R, < C (practicos) y con R, > C

+ n =% bits/s/Hz

L ion Ry > €
. R, < C
. 1 . . . . .
: 5 10 15 20 IETZ (dB)
“ 110!
L —1,592
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Relacion senal a ruido normalizada
@ Cota inferior para SNR
\ SNR > 2" — 1 ]
@ Definicidon de SNR normalizada
SNR
[SNRnorm - m]

@ Cota inferior sobre SNR,,,.

| SNRym > 1 (0 dB)|
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EJEMPLOS

DE

MEDIDAS DE INFORMACION

pr—
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Ejemplo - Entropia

0,5 px(x;)
55 X; Xo=-3 x1=-1 xx=41 x3=+43
T 7* 7? Myx—1 My —1 1
=- i)l i) = i) logy ——
w n o . H(X) ; px (xi) log, px (x;) ; px (%) log, )

-3 -1 41 +3

‘ 22—~ 4 8 8

1 1 1 7 .. ,
H(X) = 110g22 + 31084 + 2 log, 8+ log, 8 = bItS/SImb0|O]
1 2 3 3

pr(yj) 0,5
0,125 T o125  prOop ] 18 17 1/2 1/8
’ y My
? ¢ 1
H(Y)= ) pr(y)logy —— =7
Yoo yrooy2 3 ") z_% r0) 2 pr(x)
10 11 12 13 j=
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Ejemplo - Entropia : Simbolos equiprobables

PX(xi)
X; X=-3 x1=-1 xx=41 x3=+43
T T T T P s
H(X)=— > px(x)logapx(xi) = > px(x:)logy —— ) ’
_3 _1 +1 i=0 i=0 o

1 1 1 1 o
H(X) = log24 + - 1 log, 4 + 1 log, 4 + 7 log, 4 = 2 bits/simb.

2 2 2 2
@ Maximo valor de la entropia
[H(X) < log, MXJ
» Se obtiene para simbolos equiprobables
* Situacién de (maxima incertidumbre)
iz C Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teorfa de la Informacién  59/88
Ejemplo - Dado : Entropia
(Ax = {1,2,3,4,5,6})
PX(Xi)
L L
S o o o o 3 x,123456
H(X ) = log26 = 2,585 bits/simb.
Xo X1 X2 X3 X4 X5 L. . .
Maxima incertidumbre !!!
1 2 3 4 5 6

X py(xi) y | <4 >4

5 1 Py(yj) | 5 3

[ 3 H(Y) = —3log, 5 — 3log 5

. yT :%10g2§+%10g23
0 ! =Q(2) =0 (%) = 0,918 bits/simb.

<4 4 3 o

- > Menor incertidumbre !!!
"‘sm‘giﬁg!!! @ SIe} Marcelino Lazaro, 2024
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Ejemplo - Dado : Entropia conjunta

pxy(xi,y;) | 1 2 3 4 5 6

pr(y)
<4 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 | 2/3
>4 0 0 0 0 1/6 1/6] 1/3
px() | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Mx—1My—1
H(X,Y px.y(xi,y;) log
)= ;]Z; BEERITTR pyv ()

1
H(X,Y)= —1log, 6 + —log, 6+ - -

6 6
1 1 o .
=6x g log, 6 + 6 x 0log, 0= log, 6 = 2,585 bits/simb.
———
0

v | &332 [

|H(X,Y) = 2,585 # H(X) + H(Y) = 3,503 bits/simb.J

Marcelino Lazaro, 2024
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Ejemplo - Dado : Entropiia condicional H(X|Y)

o111 pyy(n] <4)
4 4 4 4 !
H(X|Y =< 4) =4 x ;log, 4
[ [ I [ 0 0 = log, 4 = 2 bits/simb.
X0 X1 X2 X3 x], )6-5
1 2 3 4 5 6
1 1
pxjy(xi| > 4) 3 3
H(X|Y =>4) =2 x Jlog,2
0O 0 0 O = log, 2 = 1 bits/simb.
X X X X X X
0 ST Mitad de incertidumbre !!!
1 2 3 4 5 6
My—1

2 1 S .
H(X|Y) = Zpyyj (X|Y =y;) = 3 x 2+ 3 x | = 3 bits/simb.

Menor que (H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.)

wSm‘ggifgg]]! @ SIe} Marcelino Lazaro, 2024
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Ejemplo -

v | &332 [

Dado : Entropia condicional H(X|Y)
pxy(iy) | 12 3 4 5 6 |pr(y)
<4 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 | 2/3
> 4 0 0 0 0 1/6 1/6] 1/3
px(q) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 2/3
oy o Pxor(x,y)
PX\Y(xlb’J) py(yj)
PX|Y(Xi|)’j) 1 2 3 4 5 6 Z,-Px\y(xim)
<4 /4 1/4 1/4 1/4 0 0 1
> 4 0 0 0 0 1/2 1)2 1
Myx—1My—1 1 1 1
HX|Y) = px,y(xi,yj) logy ————— = —log, 4 + —log, 4 + - --
( | ) lz:; ; XY( J) 2pX|Y(xi|yj) 6 2 6 2

1 1 1
:4><610g24+2>< 810g22+6><010g26

3

Marcelino Lazaro, 2024

2
= =log,4 +

——
0

1 5.
3 log,2 = 3 bits/simb.

Teoria de la Comunicacién

Ejemplo - Dado : Entropia condicional H(Y|X)

vom | G3icrl (SO

1 pY|X(yj|1)
Y

Yo Y1
<4 >4

H(YIX=1)=—1log,1 —0log,0

= 0 bits/simb.
Sin incertidumbre !!!

PY|X()’j‘1) :PY|X()’j|2) :PY|X()’j’3) :PY\X()’j|4)
HYX=1)=H(Y|X=2)=H(Y|X =3)=H(Y|X =4) =0 bits/simb.

PY|X()’j|5) = PY|X(yj|6)

0
Yo 1
<4 >4

Marcelino Lazaro, 2024
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H(Y|X =5)=H(Y|X=6) = —1log, | — 0log, 0

= 0 bits/simb.
Sin incertidumbre !!!
(H(Y|X) = 0 bits/simb.]

Teoria de la Comunicacién
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Ejemplo - Dado : Entropia condicional H(Y|X)

v | &332 [

pX,Y(xia yj) 1 2 3 4 5 6 PY(yj)

<4 [1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 | 2/3

>4 0O 0 0 0 1/6 1/6| 1/3
px(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 2/3
PX,Y(xi,)’j)
.xl. —
pY|X(yJ| ) Px(xi)
pyx(l) |1 2 3 4 5 6
<4 1 1 1100
>4 000011
SpyxOplx) [T 1T 1T 1 11
Mx—1My—1
H(Y|X) = px.y(xi,yj) logy ————
) IZ; jz_; (i ) 2PY|X(yj|xi)

1 1 . ,
——

0

Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacién

Ejamplo - Dado : Informacidon mutua /(X,Y)

vedm | Caroshil [EYDSE

pxy(xiy) | 12 3 4 5 6 |pr(y)

Teoria de la Informacién 65/88

<4 [1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 | 2/3
> 4 o 0 0 0 1/6 1/6| 1/3

px(x) |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 2/3

I(X.Y) = I ] px.y (%, ;)
wn=z ; P 1082 3 ) pr()
1 % 1 L
I(X,Y) = glog2 T2 —|—...—i—glog2 I
=4 x élogzg—ka élog23+6><()logzé
—

2

1 o
[(X,Y) = =log, % - 1log2 3] ‘I(X, Y)=Q (g) = (5) = 0,9183 bits/simb.

3 3 3

Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion
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Relaciones entre medidas cuantitativas de informacion

a 3

(H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y) = Q(1/3) = 0,918 bits/simb.]
[H(X|Y) = g bits/simb.] (H(Y]X) = 0 bits/simb.)
(H(X,Y) = log, 6 = 2,585 bits/simb.) (I(X,Y) = Q(1/3) = 0,918 bits/simb.)

@ Relaciones para entropia conjunta

|H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = log, 6 + 0 = log, 6 = 2,585 bits/simb. |

(H(X, Y) = H(Y) + HX|Y) = Q(1/3) + % = 2,585 bits/simb.]

[H(X, Y) # H(X) + H(Y) = 3,503 bits/simb. (NO Independientes m)}

R
sl [DOOO o ) o ) -
vesm | Caei - [CYDEC Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacion Teoria de la Informaciéon 67/88

Relaciones entre medidas cuantitativas de informacion (ll)

7

\

(H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y) (1/3) = 0,918 bits/simb.)
LH(X|Y) = g bits/simb.J [H Y|X) =0 blts/S|mb]
(H(X,Y) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (I(X,¥) =Q(1/3) = 0,918 bits/simb.)

~

V

@ Relaciones para informacién mutua

[z(x, Y) = H(Y) — H(Y|X) = Q(1/3) — 0 = 0,918 bits/simb.J

‘ I(X, ¥) = H(X) — H(X|Y) = log, 6 — g — 0,918 bits/simb. ’

[[(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X, Y) = log, 6 + (1/3) — log, 6 = 0,918 bits/simb. |

[z(x, Y) # 0 bits/simb. (NO Independientes!!!)}

—
3 Carlos Il OO . .
e ‘ Carlosill ()OO Marcelino Lézaro, 2024
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Ejemplo Dos Dados - Entropia

Dado 1 :px(x,-)
L1 1 1
6 6 6 6

1

: x |12 3 456
IHH TN PI N
X — Y52

1 X2 X3 X4 X5

Bl eon

1 2 3 4 5 6
D«’;ld02 L py (%) y | <4 >4
3 pr() | 5 3
1 2 2 1 1
[ : H(Y) = —5log, 5 — 3log, 3
T zglogzz—{—%logz?)
Yo V1 .
=0(%) =Q(1) =0,918 bits/simb.
I 3)=2()
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Ejemplo Dos Dados - Entropia conjunta

pxy(xi,y) | 1 2 3 4 5 6 |pr(y)
<4 [1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9] 2/3
~4  |1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/3
) | 1/6 176 1/6 1/6 1/6 1/6 | 2/3

My—1My—1

1
HX,Y)=> . vi) logy ————
) i=0 j=0 P (i) ngpx,y(x,-,yj)

1 1 o
=6x 5 log, 9 4 6 x 18 log, 18 = 3,503 bits/simb.

X e Y son INDEPENDIENTES

|H(X,Y) = H(X) + H(Y) = 2,585 + 0,918 = 3,503 bits/simb.
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Ejemplo Dos Dados - Entropia condicional H(X|Y)

L1011 1 1 pxjy (x| < 4)
6 6 6 6 6 6
H(X|Y =< 4) = H(X)
I I I I I I = log, 6 = 2,585 bits/simb.
Xp X1 X2 X3 X4 X5
1 2 3 4 5 6
oo o P>
6 6 6 6 6 6
H(X|Y =>4) = H(X)
I I I I I I = log, 6 = 2,585 bits/simb.
Xp X1 X2 X3 X4 X5
1 2 3 4 5 6
X e Y son INDEPENDIENTES
My—1
H(X|Y) = Z pr(V))H(X|Y = y;) = H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.

v | &332 [
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Ejemplo Dos Dados - Entropia condicional H(X|Y)

pxy(xi,y) | 1 2 3 4 5 6 | pr(y)
<4 /9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 2/3
> 4 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 | 1/3
px(x;) /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 2/3
px,y(xia}’j)
pxy(xily) = =
X|Y( | ]) pY(yJ)
pX|Y(xi|yj) 1 2 3 4 5 6 ZipX|Y(xi|yj)
<4 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
> 4 /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
My—1My—1
H(X|Y) px.y(xi,y;) log
(XIY) = 2 2 prrloy) ok s

1 1 ey
=6 % g log; 646 x 2 log, 6 = log, 6 bits/simb.
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Ejemplo Dos Dados - Entropia condicional H(Y|X)

% pY|X(yj| 1)

3 H(Y|X =1)=H(Y)
? = Q(1/3) = 0,918 bits/simb.
Yo V1
<4 >4
prix(il1) = prix(3i12) = pyix(313) = Prix(j|4) = Prix(3[5) = Pyix(3416)
H(Y|X =1) = H(Y|X =2) = H(Y|X = 3) = H(Y) = 0,918 bits/simb.
H(Y|X =4) = H(Y|X =5) = H(Y|X = 6) = H(Y) = 0,918 bits/simb.
X e Y son INDEPENDIENTES
Mx—1
H(Y|X) = Y px(x)H(Y|X = x;) = H(Y) = 0,918 bits/simb.
i=0

veom | Caeli (6 Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacién Teoria de la Informacion  73/88

Ejemplo Dos Dados - Entropia condicional H(Y|X)

px,y (Xi, ) 1 2 3 4 5 6 | pr(y)
<4 /9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 | 2/3
> 4 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 | 1/3
px(x;) /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 2/3
px,y(Xi, yj
PY|X(Yj|xi) = M
px (%)
Py|x()’j|xi) 1 2 3 4 5 6
<4 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3
>4 13 13 1/3 1/3 1/3 1/3
2ipyixOjlx) |1 1 1 1 1 1

Mx—1My—1

Z Z Px,y xhyj log :

H(Y|X) =
i—0 =0 PYIX()’/lxl)

1 3 1
9log2§+6x ElogZS

3 1 N
log, = 5 § log, 3 = (1/3) = 0,918 bits/simb.

=6x
2
3
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Ejemplo Dos Dados - Informacion mutua /(X, Y)

pxy (i, y) | 1 2 3 4 5 6 | pr(y)
<4 [ 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 | 2/3
>4 | 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 | 1/3
oxCa) 176 176 1/6 176 176 1/6 | 2/3

Mx—1My—1

Px,y\Xi, Yy
=303 et log, LEY)
i=0 j=0 Py yj
1 : 1 L
— 21 9 1 18
1 . ,
=6X 18 log, 1 = 0 bits/simb.
X e Y son INDEPENDIENTES
[z(x, Y) =0 bits/simb.J
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Relaciones entre medidas cuantitativas de informacion

@ Ejemplo Dos Dados

a N

(H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y) = (1/3) = 0,918 bits/simb.)

(H(X|Y) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y|X) = (1/3) = 0,918 bits/simb.]

(H(X,Y) = 3,503 bits/simb.) (I(X,Y) = 0 bits/simb.)

N v

@ Relaciones para la entropia conjunta

|H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = log, 6 + © (1/3) = 3,503 bits/simb.J

‘H(X, Y) = H(Y) + HX|Y) = Q(1/3) + g — 3,503 bits/simb. ’

LH(X, Y) = H(X) + H(Y) = 3,503 bits/simb. (INDEPENDIENTES!!!)J

s 020 ) . . .. : id
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Relaciones entre medidas cuantitativas de informacion (ll)

@ Ejemplo Dos Dados

(H(X) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y) = (1/3) = 0,918 bits/simb.)

(H(X|Y) = log, 6 = 2,585 bits/simb.] (H(Y|X) = (1/3) = 0,918 bits/simb.]

(H(X,Y) = 3,503 bits/simb.] (I(X,Y) = 0 bits/simb.]

N v

@ Relaciones para la informacién mutua

| 1(X,¥) = H(Y) — H(Y|X) = Q(1/3) — ©(1/3) = 0 bits/simb. |

(1(x,¥) = H(X) — H(X]Y) = log, 6 — log, 6 = 0 bits/simb.

[I(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X, Y) = log, 6 + (1/3) — 3,503 = 0 bits/simb. |

| 1(X. ¥) = 0 bits/simb. (INDEPENDIENTES!!!)J

Urvvorssas
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EJEMPLOS

DE

CAPACIDAD DE CANAL

s 020 ) ) . . .. : id
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Canal binario simétrico con BER = ¢ X0 e o )0

@ Capacidad: C = rn(éLXI(X, Y) €

Px(Xi 1 —e
® Incognitas: px(xo), px(xi) ") ] N < .y
@ Evaluacion de I(X,Y) : l—e
Yo o» L.
1 I’Hx(.\'\/ﬂ)
I(X,Y)=H(Y) — HY|X) :H(Y)—pr(x,-) H(Y|X = x;) IE
i=0

Yo Y1
1

1
=HY)=> px(x) [— D pyix () 10ng|X(Yj|xi)] =H(Y) —Q(e)
i=0

j=0

@ Capacidad del canal —¢ log(e)—(1—¢) log(1—&)=0(e)
» Maximo de la informacién mutua
* H(Y|X) = Q(e) no depende de px(x;) para este canal
-I(X,Y) es maxima cuando H(Y) es maxima
* H(Y) es maxima si py(yj) = Miy: méx H(Y) = log My = 1 bit/simb.

1 1
— px(x0) = =, px(x1) = 5

2

py(yo) = % = px(x0)(1 — €) + px(x1) € }
pr(y1) = 5 = px(x0) € + px(x1)(1 —¢)

(c =1-Q(e) bits/uso] [px(xo) =px(n) = %]
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Binary Erasure Channel (BEC)

l1—¢
X0 e ® )0
@ Capacidad C = maxI(X,Y) I—e c £

px(xi) Py|x(¥Ix0) -

@ Incognitas: px(xo) =p, px(x1) =1—p s Xl e —_—

@ Evaluacionde I(X,Y) o E l—e¢

1 I’y\x()"«"l) I=c
I(X,Y) = H(Y) = H(Y|X) = H(Y) = > _px(x) H(Y|X = x;) .
1 1 =0 Yo E Vi
=H(Y) = > px(x) [— > pyixOylx) 108PY|X(Yj|xi)] =H(Y) — Q(e)
i=0 j=0
@ Capacidad de canal —¢ log(e)—(1—¢) log(1—&)=0(c)

» Maximo de la informacion mutua
* H(Y|X) = Q(e) no depende de px(x;) para este canal
-1(X,Y) es maxima cuando H(Y) es maxima

{ py(yo) = p(1 —¢)
* Probabilidades py(y;) para calcular H(Y) py(E)=pe+ (1 —ple=¢
pr(y) =1 —-p)(1—¢)

(H(¥) = =p(1 = ) loglp(1 — £)] — (1 = p)(1 — &) log[(1 —p)(1 — )] — log.]

Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacién Teoria de la Informacion 80/88
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Binary Erasure Channel (BEC)
H(Y) = —p(l —¢)log[p(l —¢)]

—(1=p)(1 —¢)log[(1 —p)(1 —¢)]
—cloge

=—p(1 —¢)[logp + log(1 —¢)]
—(1 = p)(1 —¢)[log(1 — p) + log(1 — €]
—cloge

=—p(l —¢)logp — (1 —p)(1 —€)log(1 —p)
—lp(1 =)+ (1 - p)(1 —g)]log(1 —¢)

(1-¢)

—cloge
=(1-¢)Q(p) + Q)

1(X,Y) = H(Y) = Q(e) = (1 = ¢)Qp)

=

)
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(€ =1—cbits/uso) (px(x0) =p = 4, px(x1) =1—p =

ucdm i S?vk;;ﬁl @

Canal Z con prob.de errorc N

/[x0) : X0 e Yo
@ Capacidad: C = maxI(X,Y) 0
s . pX(Xi) y y °
@ Incégnitas: px(xo) =1 — p, px(x1) =p o X1 Vi
1 —

@

@ Evaluacion de I(X,Y) I—e

pyix(lx1) <
€
1

I(X,Y) = H(Y) ~ H(Y|X) = H(Y) = 3 px(x) HY|]X =x) 0
i=0
HY|X=x)=0, H(Y|X=ux) = Q(c) bits/simb.
— H(¥) — pQ(e)

pr(yo)=1—p+pe=1—p(l —¢) B
{Py(yl) =p(l —¢) } — H(Y) =Q(p(1 —¢))

I(X,Y)=H(Y) = H(Y|X) = Q(p(1 —€)) — pS2(e)
=—p(l —e)loglp(l — )] = (1 = p(1 —¢))log[l — p(1 —&)] — p(e)
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Canal Z con prob. de error ¢

I(X,Y) = H(Y)-H(YX)=Qp(1-¢)) - pQe)
= —p(l—¢)loglp(l —&)] = (1 —p(1 —¢&))log[l — p(1 — &)] — pS2(e)
(Q(x) = —xlogx — (1 —x)log(1 —x)j — ‘8((;)(;) = log ! ;x

oI(X,Y) ol 1-p(l—¢) o =
5 = (1= 9oe L= —ae) = 0
1Ogl—p(l—s)_ Qe) _>1_p(1_€):2?£?_>p: 1

p(l—e) 11— " p(l—e) (1—a)(1+2?5?>

1 .
C=0Q < 19(&) ) - a $2(¢€) bits/uso
1427 (1—g)<1+21—s)

1 1
px(x)=1—-p=1- sy Pxw)=p= o)
(1—5)(1—1—21*6) (1—&:)(1—1—21*€
ucsm ‘ E’fay;:lo:;ﬁl @ Marcetmotazaro, 2624 FeortadetaComtmicacion TFeorfa’de la Informacion 83/88
Otros canales (simétricos) ETIEL X0 e ® )0
Py|x Wl*o
@ Capacidad: C = méxI(X,Y) J_T_ﬂ_i

px (%) Yo Y1 Y2 )3 X1 V1

@ Incognitas: p; = px(x:), i € {0,1,2,3}

@ Evaluacionde I(X,Y) = H(Y) — H(Y|X) % v

H(Y|X =x9) = —¢cloge — (1 —¢)log(l —¢) = Q(e)

X3 @ ® )3
1 —2¢
Fy|x(}"~’(1)
H(Y|X =x1)=-2xeloge — (1 —2¢)log(l — 2¢) e * o
= 0(2¢) + 2¢ Yoy Y2 )3

HYX=x)=HYX=2x), HYX=x;)=HY|X=x)
H(Y|X) = (po + p3)Qie) + (p1 + p2) [2(2€) + 2¢]
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Otros canales (simétricos)
Px(x0) = po,px(x1) = p1,px(x2) = pa2, px(x3) = p3

pr(yo) = po(l —€) +pie
pr(y1) =pi(l —2¢) + (po + p2)e
pr(y2) =p2(l —2¢) + (p1 +p3)e
pr(y3) =ps(l —¢€) + pae

H(Y)=—(po(1 —¢) + pig) log(po(1 — €) + p1€)
—(p1(1 —2¢) + (po + p2)e) log(p1 (1 — 2¢) + (po + p2)€)
—(p2(1 = 2¢) + (p1 + p3)e) log(p2 (1 — 2¢) + (p1 + p3)e)
—(p3(1 =€) + p2¢) log(ps(1 — €) + poe)

H(Y|X) = (po + p3)e) + (p1 + p2) [2(2e) + 2]

(1(x,¥) = H(Y) - H(Y|x)]

v [ cios I Marcelino Lazaro, 2024 Teoria de la Comunicacién Teoria de la Informacién 85/88

Otros canales (simétricos) - Simetria
px(x0) = p3,px(x1) = p2, px(x2) = p1,px(x3) = po

(o) = pa(
1) =p2(1 = 2¢) + (p3 + p1)e
pr(y2) =pi(l —2¢) + (p2 + po)e
(v3) =po(l —¢) +pie

(
(p1(1 = 2¢) + (po + p2)e) log(p1 (1 — 2¢) + (po + p2)e)
(p2(1 = 2¢) + (p1 + p3)e) log(p2(1 — 2¢) + (p1 + p3)e)

—(p3(1 =€) + pag) log(ps (1 — €) + pag)

H(Y) =—(po(1 —€) + pie)log(po(1 — €) + p1¢)

H(Y[X) = (po + p3)Qe) + (p1 + p2) [2(2¢) + 2¢]
(1(x,¥) = H(Y) - H(Y|X)]
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Otros canales (simétricos) - Parametrizacion X0 e o Y0

pr(xo) = px(xs) = 2. pr(xi) = prln) = — :
2 D) _
! i
py(vo) = 5(1 —¢) S P+6_2P€ :
pr(y1) = 52 P(1—25)+ hw )
pr(y2) = 1_‘”(1—25)-1- 1o — M X v
pr(y3) =8(1 —¢) + 52 p+eT2pe D
H(Y)I—zprrgz pglogp+€2 PE X3 o )3
_2 % (p +25 pe) log (p +26 pe)
=—(p+¢e—2pe)[log(p + & — 2pe) — log 2]
—(1 = (p+¢e—2pe))flog(1 — (p + & — 2pe)) — log 2]
H(YIX) = pQ(e) + (1 — p) [0(22) + 2¢]
106 7) = 149+ €~ 209) ~ p02e) — (1 - p) [2022) + 24]
“‘3'“‘&’,'_32’,,"'! @ Marcelino 0, 2024 Feortadeta-Comunicacion Teoria de la Informaciéon 87/88

Otros canales (simétricos) - Capacidad

I(X,Y) =1+ Q(p+e —2pe) — pQe) — (1 — p) [Q22¢) + 2¢]

oI(X,Y) 1 —(p+e—2pe)

T~ (1-2e)] —Q(e) + Q(22) +2: =0
S = (1 =29 log— FLE () 4 0(29) + 22
logl—(p—f—s—Zps) _ Qe) — Q(2e) — 2¢ . 1—(p+¢e—2pe) PE-CELEOE

p+e—2pe 1—2¢ p-+e—2pe

1—¢ (1 4 27”“’7?51”_28)

(1—2¢) (1 + 27"(5)7%@”_25>

|C=1+9Q(p+ ¢ —2pe) — pQe) — (1 - p) [A(2e) + 2¢] bits/uso |

px(x1) = px(x2) = l%p |

p
px(x0) = px(x3) = X
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