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Frecuencia de una sinusoide

= A cos(wot) = Asin(wot)

\A/\N /\/\%
V'V

@ Frecuencia de una sinusoide de periodo T segundos
» Frecuencia fy: numero de ciclos por unidad de tiempo

_ 27 27r
= %

fo= % ciclos/s (Hz)

* Unidades Sl: 1 ciclo/s = 1 hercio (Hz)
» Frecuencia angular wy: niumero de radianes por unidad de tiempo

2
Wy = ;f = 27fp rad/s
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Representacion de senales en frecuencia : Series de Fourier

@ Representacion de senales en téminos de sinusoides
(armédnicos)
» Descripcidn natural en algunos sistemas
* Ejemplo: sistemas de audio
» Conduce a una interpretacion de los sistemas como filtros
* Atenulan, ensalzan, o bloquean algunos armonicos

@ Representacion de senales en términos de sus armdnicos
» Frecuencia fundamental: wy radianes/s (fy = 52 Hz)
* 0: Continua (DC)
* wp: Armodnico fundamental
* k wy: k-€simo armonico

T T T T + +» 1 w (radss)

wo 2wy 3wy 4wy Swy 6wy Twy 8wy Ywy 10wg
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Representacion de armonicos - Tiempo/Frecuencia

1) = sin(27t) + s1n(47rt) + 5 sm(67rt) + 5 sm(87rt) + %sin(lOm)

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

2

1
T ++ T (rad/s)

27 4m 6w 8w 107

w (rad/s)
107

ol T L T T T T
—

e S V
//////7%[/’/7

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
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Representacion con armonicos

@ Permiten representar senales periddicas
» Todos los armonicos de w, son periddicos de T = =
@ Se pueden representar senales periddicas discontinuas
» Lagrange ridiculizé en su momento esta idea (senal discontinua
escrita como suma de seﬁxa(lgs continuas)

1 —_—

— ~1

@ Desarrollo en Serie de Fourier de senales periodicas
» Expansion en término de exponenciales complejas: ek’

» Propiedades de los armdnicos en esta expansion
* Producto de arménicos produce un nuevo armoénico

ejkwot % ejfw()t — e/(k—f-é)cg)ot

* La integral en un periodo es nula (excepto para DC)

0+T ) 0
/ R0t g — / ekt g = 1O KFO _psy
o T T? k = 0
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Desarrollo en Serie de Fourier
@ Senales en tiempo continuo
- 1 2T
x(t) = ai & ap == [ x(t) e N dt, wy = —
(=Y @ a 7/ (2) ;w0 =
k=—o0
» Senales reales: x*(¢) = x(1), af = a_i

00
a, = Akejgk = x(t) =ap + 22Ak COS(kOJ()l + Qk)
k=1

ar = By +jCr = x(t) = ap + 2 Z [By cos(kwot) — Cy sin(kwot)]

k=1
@ Senales en tiempo discreto
00

. 1 . 2T
k _

x|n] = g ai & ap = N x[n] e *on gy = ~

f— n=(N)
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

x(t)

1 —_—

1 . 1[0 1 (77
a =— /x(t) e N dr = ——/ e T dr + —/ e T dt
T Jr T J_7p T Jo

_ 1 (2 — el _ ity _ = Sikesimpar
j2mk 0,  en otro caso
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

x(1)

1 _
t
T
— 1
2 N N
= Sl kesimpar 2 7
ap = Jmk? p Ak: —, ek:__
0, en otro caso Tk 2
00 00 %)
> 4 T 4
x(t) = kWt — — cos (kwot — —) = — sin (kwyt
(1) Z jrk Z mk 2 Z k ( )
k impar k impar k impar
2T
Wy = —
°TT
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo
x(t)
1 _
t
—1
0
2 .
Z ,—e’wokt:aQZO
— jrk
k impar
X(jw)
w
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

7~ N\ 1 7~ N\
t
11 N
L2 4
Z = M = Zsin(wot);
jmk s
k=—1
k impar
X (jw)
w
wo
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo
x(1)
N pa N, P
N’ 1 N’
t
N -1 N
NS NS NS NS
3 3
2 kwot 4 :

Z ik ¢rt = Z ﬁsm(kwot),
k=-3 =1
k impar k impar

X(jw)

[ w

wo 3w
ddddddddddd ) 0
veom | caiesi - (OGO Marcelino Lézaro, 2019 Teoria de la Sefial Transformada de Fourier 12/45




Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

X

™
N Y

5

5

2 4

S — sin(kwot);
P 2 ik
k:u;zr k il_npar

X(jw)

T 1 w

wo 3wy  Swy
Universidad _,
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

x(1)
1

et I haae N Mol
SV VOOV WY

7 7

2 kwot 4 .
Z P et = Z s sin(kwot);
k=—17 k=1
k impar k impar
X(jw)
T T 1t w

ddddddddddd wo 3wy Swp  Two
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo
x(1)

m 1 m V“o’v‘
t
A.DVA L.AA.GVA —1 w
9 9
2 4
E kot — g — sin(kwot);
jrk k
k=-—9 k=1
k impar k impar
X(jw)
T T T N w
wWo 3w Sw Tw Qw
Uriversidad . 0 0 0 0
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

x(1)
1

A T ot I
N ed e

11 11

2 kwot 4 . .
Z ik ¢rt = Z = sin(kwot);
k=—11 k=1
k impar k impar
X(jw)

wo 3w 5 7 9 11
ddddddddddd . 0 wo wo wo wo
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo
x(1)

T I
e

21 21
2 'kUJ()t 4 3
E — " = g — sin(kwot);
jmk k
k=-21 k=1
k impar k impar
X(jw)
sy 20 3wo  Swy  Twy  wy 1lwy 13wy 15wy 17wy 19wy 21wy
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Desarrollo en Serie de Fourier - Ejemplo

@ Representacion tiempo/frecuencia
» Expansidn incluyendo hasta el arménico 11 (en 11wy)
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Propiedades de la Serie de Fourier

Propiedad Senal Coeficientes
x(1) ay
y(t) by
Linealidad Ax(t) + By(t) Aay + Bby
Desplazamiento x(t — o) e Ihwolo g,
Abatimiento x(—t1) a_y
Escalado temporal x(t) a (ver T)
Producto x(1)y(2) > abiy
f=—00
Conjugacién x*(1) a*,
Derivada % Jkwo ay
Integral [t x(r)ar Ty
Sélo periddica siay = 0
2 1 2 - 2
Relacion de Parseval /T x(1)|? dr = ; ||

(e o]
fla frecuencia fundamental cambia, x(¢r) = >~ a; (<o)

k=—o00
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Coeficientes para senales reales

@ Derivan de la condicidn x*(¢) = x(¢)
@ Coeficientes para una senal real

ar = a*, que implica |ay| = |a_]|
@ Coeficientes para una senal real y par

ar € R, a,=a_; (realesy pares)
@ Coeficientes para una senal imaginaria e impar

a, € R, a = —a_; (imaginarios e impares)
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Transformada de Fourier

@ Estensidn del desarrollo en serie de Fourier para senales
no periddicas

X(jw) = /_ T e x(n) = = /_ ZX(jw) &1 iy

. 27

X (¢v) = Z x[n] e x[n] = % /7r X (¢v) " dw

n=—00 -7

X (¢) es una funcion periédica de periodo 27
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Respuesta en frecuencia de un sistema

x(t) = cos(wt) = M cos(wt + ¢)

\ N/ e «M}m
VARV L ) Y

@ Sistema lineal e invariante en el tiempo
» Entrada: senal sinusoidal con una frecuencia w rad/s.
» Salida: sinusoide
* Misma frecuencia
* Posible amplitud diferente (xM)
» Posible fase diferente (+¢)
@ Respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante

» Representacidn de la amplitud M y de la fase ¢ en funcién
de la frecuencia w
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Calculo de la respuesta en frecuencia de un sistema

@ Varios métodos son posibles

» Convolucién con x(t) = cos(wt), y solucidn de los valores de
M y ¢ para cualquier frecuencia w
» Método de autovalores y autofunciones ( autovectores)

x(1) Slstema A x(t - autofuncion
A autovalor

@ Autovectores para sistemas en tiempo continuo y discreto

@ Salida para sistemas con respuestas /h(¢) 0 h|n|
(autovalores)

(1) = x(t) x h(t) = H(s) ", y[n] = x[n] * hn] = H(z) 2"
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Calculo de H(s) y H(z)

@ Sistema continuo

y(t) =x(r) * h(r) = /

— o0

(0.} 0

h(T)x(t — 7)dT = / h(T) e dr

— O
este—sT

:e”/ h(T)e*"dr = ¢"H(s)

o0

» Autovalor: Tranformada de Laplace de h(t): H(s) = / h(t)e *"dr

@ Sistema discreto

y[n] =x[n] * h[n] = Z hlk] x[n — Z hlk] 7'~

k=—00 k=—00
0o

=z Z hk] 275 = 2"H(2)

k=—o00

> Autovalor: Transformada z de A[n]: H(z) = ) hlk] z*

k=—o00
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Respuesta del sistema a una sinusoide continua

@ Formula de Euler para una sinusoide
1, . .
X(t) = cos(wt) = 5 (elwf + e—Jwt)

@ Salida del sistema (ene', s = jwy s = —jw)
1

(1) = 5 () e + H(—jw) )

» Para un canal real, A(r) € R

oo

H(jw) = / T he)e dr,  H(—jw) = / h(t)e*'dt = (H(jw))*

— 0 —o0

@ Salida del sistema
y(r) =Re {H(jw) &'} = Re {|H(iw)| /H ) a’wf}

—|H(jw)|Re {eﬁ’w eiwr} — |H(jw)| cos (w + ZH(jw))

Respuesta en frecuencia: H(jw) = M ¢
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wesm | Catiosi SOO8S) Marcelino Ldzaro, 2019 Teoria de la Sefal Transformada de Fourier 25/45

Respuesta del sistema a una sinusoide discreta

@ Formula de Euler para una sinusoide
1, . .
x[n] = cos(wn) = 5 (¢ 4 e7m)

@ Salida del sistema (en 7%, z = & y z = ¢ /%)
1 o | |
= 4 1) e B () )

» Para un canal real, h[n] € R

o0

H(E) = 30wl H(eR) = [T b = (1 (e))”

@ Salida del sistema
yln) =Re {H () e} = Re {|H (1) | e2/(*) cion})

—[H () [Re {e“/1(#) el — | (1) | cos (wn + ZH (¢))

Respuesta en frecuencia: H (e) = M ¢/*
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vedm | Cariest [CIOEC Marcelino Lazaro, 2019 Teoria de la Sefial Transformada de Fourier 26/45



Respuesta en frecuencia - Transformada de Fourier

@ Sistema continuo: H(s)}s:jw = H(jw)

H(jw) = FTH{h(t)} = /_OO h(t) e " dt

@ Sistema discreto: H(z)| _,,, = H (¢)
)
H () = FT{h[n]} = Z hln] e "
n—=—00
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Propiedades de la Transformada de Fourier X(jw)

Propiedad Senal Transformada

x(1) X(jw)

¥(1) Y(jw)
Linealidad Ax(t) + By(t) AX(jw) + BY (jw)
Desplazamiento x(t — 1) e 1w X(jw)
Abatimiento x(—1) X(—jw)
Conjugacién x*(1) X*(—jw)
Escalado temporal x(r) X (%)
Convolucién x(t) x y(t) X(jw)Y (jw)
Producto x(1)y(¢) =X (jw) * ¥ (jw)
Producto por ¢ tx(t) J X (jw)
Derivada drte) Jw X(jw)
Integral fioo x(7) dr J%)X(]w) + 7X(0)d(w)

L O 1 [e2e)
Relacion de Parseval: / x(¢)| dt = %/ X (jw)|? dw

La energia de una senal se puede calcular en los dos dominios, tiempo
y frecuencia, a través de la integral del modulo al cuadrado

Dualidad: Si g(t) jrJf(jw) entonces f(¢) szg(—jw)

Universidad
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Pares transformados

x(1) X(jw)
o(1) 1
1 27 §(w)
5(t —to) e/
elwot 27 O(w — wyp)
cos(wot) T o(w—wy) + 7 (w4 wp)
senwns) % 0(w = wo) = = 6w+ wo)
wT
I (%) T sinc <

2 (1t
sinc” (= TA
*) (2 )
1
u(t) (w) + —
Jjw
1 .
130) +7% )
oo
2m 27
6(t —nT — 0 |lw—k—
> ot TS o(w-i)
n=-—oo k=—o0
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Propiedades de la Transformada de Fourier X (¢/*)

Propiedad Senal Transformada
x[n] X (e)
y[n] Y (¢v)
Linealidad Ax[n] + By[n] AX (¢) + BY ()
Desplazamiento x[n — ng) e em X ()
Abatimiento x[—n] X (e77*)
Conjugacion x*[n] X* (e7¥)
Expansion temporal x¢[n]t X (%)
Convolucion x[n] * y[n] X (e¥)Y (¢v)
Producto x[n]y[n] L[ X (€)Y (e @=9) ah
Producto por n nx[n] JLX (%)
Diferenciacion x[n] — x[n — 1] (1—ev) X (e)
Acumulacién S o Xml —=m X (¢) + 71X (¢°) 28w - 2mp)
., . N 2 1 jwy |2
Relacion de Parseval: n;oo x[n])? = %/_W X () * dw

Periodicidad: X (¢/(“727) = X (&)

x[n/l], sin/le€Z
0, sin/t & Z
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tSefial expandida o interpolada por £: x;[n] = {



Propiedades para senales reales

@ Derivan de la condicion x*(¢) = x(¢) 0 x*[n] = x[n|
@ Transformada para una senal real

X(jw) = X*(—jw), que implica |X(jw)| = |X(—jw)|

X () =X" (), que implica |X (¢) | = |X (¢") |

@ Transformada para una senal real y par
X(jw) € R, X(jw) = X(—jw) (real y par)
X(e¥)eR, X () =X(e?) (realy par)

@ Transformada para una senal imaginaria e impar

X*(jw) € R, X(jw) = —X(—jw) (imaginaria e impar)

X“ () eR, X(e¥)=-X(e) (imaginaria e impar)
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Propiedad de dualidad: ejemplos
xq(1) = % I (%) L X, (jw) = VT sinc <%>

| Xa(’) Xa (J"’J)
T VT

L Il Il Il Il Il 1 Il 1 ]

—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T ST _10n $x_o6x_4r_2r 0 42, dri6m,8ri l0n

VT

1 xp (1) Xp (jw)
VT VT

xp(t) = L sinc <%) ° X, (jw) = VT II (%)

L 1 Il Il 1 L | Il L |
I 1 1 T 1 1 T I 1 1

—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T ST _10n $x_o6n_4r_2r 0 |2, dri6r8mi l0n
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Propiedad de dualidad: ejemplos (ll)

x(1)

§-

Dominio temporal

Xa(t)

Xp (t)

—5T —4T —3T 2T -T 0 +T 2T 3T 4T 5T
X(jw)
VT
Xa(jw)
Dominio frecuencial
Xp(jw)
_lom _8m _6m _4m 27 0 2 4 om 8 10m
versed T T T T T + T + T + T + T + T
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Expansion/compresion
x(1) X(jw)
L | | |
I 1 1 1
—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T 5T _4m 2 0 42 y4n
T T T T
oT 2X (2w)
x(t/2)
L 1 | |
I 1 1 1
—5T —4T —3T =2T —T O +T 2T 3T 4T 5T _ 4 _2m 0 +2_Tl' +4_7T
T T T T
x(21)
1XG%)
T/2
| :
—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T 5T _4m _2x 0 L2 4
T T T T

Universidad
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Transformada discreta de Fourier (DFT)

@ DFT: Discrete Fourier Transform
@ Se aplica a una secuencia discreta de N muestras

xnl, ne{0,1,--- N—1}
» La DFT tiene N muestras
N—1 )
:Zx[n] e_jﬁﬁkn7 kE{O,l,"' ,N—l}
n=0
@ Transformada inversa (IDFT)

ZX K v ne{01,--- ,N—1}

@ Algoritmos rapidos: FFT (Fast Fourier Transform)
» Aplicable siN =2", conm € 7Z
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Propiedades de la Transformada discrete de Fourier X[«]

Propiedad Senal Transformada
x[n] X[k]
¥l Y[K]
Linealidad Ax[n] + Byln] AX[k] + BY[K]
Desplazamiento x[n = nol|, eIk X[k]
Abatimiento x[N — n] X[N — k]
Conjugacion x*[n] X*[N — k]
Convolucion circular x[n] ® y[n]|, X[k Y[k]
Producto x[n]y[n] LX[k] ® Y[k] !N
Parte real (tiempo) Re{x[n]} T (X[k] + X*[N — k])
Parte imaginaria (tiempo) Im{x[n]} le (X[k] — X*[N — k])
Parte real (frecuencia) 1 (x[n] + x*[N — n]) Re{X[k]}
Parte imaginaria (frecuencia) 5 (x[n] — x*[N —n]) Im{X K]}
N—1 N—1 N—1
Parseval: Z x[n]|> = Z IX[K]|?, Zx[n y*[n] = ZX (k] Y™ [k]
n=0 k=0 — n=0
Periodicidad: X[k + N] = Y _ x[n] e~/ % (H)n = x[g]
n=0
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Ancho de banda de una senal/sistema

@ Senal/sistema en banda base
» Respuesta en frecuencia centrada en 0 Hz
@ Senal/sistema paso banda
» Respuesta en frecuencia centrada en la frecuencia central f.
Hz (o equivalentemente en w. = 27f,. rad/s)
@ Ancho de banda (B Hz, o W = 27B rad/s)
» Rango de frecuencias positivas utilizadas o disponibles

[X(jew)|/1H (juw)|
W =27B

|7 ——Y
T w (rad/s)
-w +W
Senal/sistema en banda base
X (jw)|/|H (jw)| W = 27B
T 1
T f i w (rad/s)
—We “+we
Senal/sistema paso banda (frecuencia central w, rad/s)
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Convolucion: alternativa en el dominio de la frecuencia
t

x(t) = sinc (%) . y(t) = sinc? (?)
wTl wT

w=rn(5). o -rs(3)

™ s

@ Convolucionar dos senales en muchos casos puede ser complicado

o0

z(2) =x(t) x y(t) = / x(7)y(t — 7)dr

— o0

_ /OO sin(wr/T) sin®(n(t — 7)/T) dr — 77
oo 7T)T (w(t—71)/T)? o

@ Multiplicar dos funciones es relativamente simple
wT wT T° _ (wT T*  (wT
. — . . — - A - — _]:[ - _A _
Z(jw) = X(jw) ¥ (jw) H(zw) (27r) 2 <2w)+ 2 <7r)

@ Alternativa para calcular la convolucién de dos senales

_ T . t T . t
2r) = FT~{Z(jw)} = Jsine (f) + sinc’ <ﬁ)
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Convolucidn de senales - Ejemplo
x(2)

X(jw)

T
L | | |
I I 1 1
—ST —4T —3T —2T —T O +T 2T 3T 4T ST _d4m 2m g2 yé4m
T T T T
(1) Y(jw)
1 T
L | | | | | | | L |
L S T T T I T T T S L I 1 1 1
—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T ST _4m _ox y2r 44x
T T T T
x(1) = y(t) X(jw)Y (jw)
72
! | | |
I 1 1 1
—5T —4T —3T 2T —T O +T 2T 3T 4T 5T __4m _2m +2_7" _+_4_7"
Universidad T T T T
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Convolucion de senales - Ejemplo (ll)
x(t) % y(1) 2 A X(jw)Y(jw)
3
ET
L | | |
I I 1 1
—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T ST _4m _om p2r gd4x
T T T T
2
2
L 1 1 |
I T T 1
—5T —4T —3T =2T —-T O +T 2T 3T 4T 5T __4m 2m +2_7T _|_4i
T T T T
T 2
4 2
L | T | /\ | . | _J L | | |
I L | S | T I L 1 I I 1 1
—ST —4T —3T —2T —T 0 +T 2T 3T 4T ST _am 2m y2r g4
T T T T
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Analisis de sistemas en el dominio frecuencial

(0 (a) ) v =0 a0
X(w) | HOW) | y(jw) = X(jw)H(jw)

@ Un sistema lineal no genera nuevas frecuencias
» Si X(jwy) = 0, entonces para esa frecuencia Y (jwg) = 0

@ Un sistema lineal anula las frecuencias fuera de su banda
» Si H(jwy) = 0, entonces para esa frecuencia Y (jwp) = 0

@ Implicacion en sistemas de comunicaciones

» La cantidad de informacion que se puede transmitir esta
limitada por el ancho de banda disponible del sistema
(canal)

» Cualquier componente frecuencial fuera de la banda de
paso del canal en la senal de informacién a transmitir sera
eliminada durante la transmision
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Respuesta ideal de un sistema lineal

@ Transmision ideal (sin distorsion): y(z) = A x(t — 1)
» Atenuacion
* Toda senal electromagnética sufre una atenuacion durante su transmision

» Retardo
* Las ondas electromagnéticas viajan muy rapido, pero a una velocidad finita

@ Respuesta al impulso de un sistema ideal
y(t) =x(t) « h(t) = h(t) = A §(t — 1)
@ Respuesta en frecuencia de un sistema ideal

h(t) =A 5(f — t()) ]:JH(]Q}) — A e /w0

» Mddulo y fase de un sistema ideal
* Modulo constante, fase lineal (pendiente dada por el retardo)

|H(jw)| = A

A \I /H(jw) = —wtzj
w ’\
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Producto por una sinusoide - Efecto en frecuencia

w0 X(ji)
A
t
0
Ty(t) = cos(wct) ) ¥ (i)
———————————————————— -t
Z(jw) = 5=X(jw) * Y (jw)
A
. 2
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Producto por una sinusoide - Efecto en frecuencia (ll)

d(t) = z(t) cos(wet) &5 D(jw) =

1 1
EZ(jw — jwe) + EZ(jw + jwe)

. 2w
2 ]
t } t } w
_20.)(' —We We zwc
T %Z(jw — jwe)
A
i
t } t t w
—2(A)C _wC wc 2wc
T 2Z(/o.) + jwe)
A
]
f I f I w
_sz —We We 2wC
D(jw) = %X(/];w) + }tX(/'w — J2we) + %X(jw + j2we)
2
A
' \ 4 ' \
: ; : : w

—2we —We
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